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P1. Definicién: Sea C' C E de un e.v. Se dice que C' es convexo si y solo si
YAe[0,1]Ve,y e C Az +(1-NyeC

a) Muestre que B(0,1) es un conjunto convexo.

b) Muestre que si Cq, Cy son convexo r € R entonces C7 4+ rC5 es convexo. Concluya que B(z,r)
es convexo para todoz € Eyre R,

¢) Muestre que el conjunto {(z,y) € R? : /= + /y < 1} no es convexo. Deduzca que

Iz 9 = (Vo + )
No es una norma.
P2. Muestre que la sucesion f,, € C[0, 1] definidas por
falx)=2", x €]0,1]

converge puntualmente, pero no converge en C[0, 1]. Ademés pruebe que f,, converge uniformemente
en C[0, ] para todo a € (0,1).

P3. Sea la sucesién de funciones decrecientes (fy,) continuas dadas por

2™ stz e0,1]
f”(x)_{ 1 size (1,2

Pruebe que (f,) es de || - [|1-cauchy pero no converge.
Para ello pruebe y utilice

2 1
1
n —Jn dr < n dr =
[15un@) = @l < [ fulorde = —
0 0
P4. Definicién: Sea (E, || - ||) un espacio vectorial normado. E se dice un espacio de Banach si y solo

si toda sucesién de Cauchy converge en E.
Sea x, € F una sucesién contractacte i.e Ja € (0, 1) tal que

|Znt1 — 2nll < allzn — zn—al| ¥R >1
Demuestre que:

a
b
¢
d

) ns1 — zall < a1 — zoll Vi > 1.
) Seap > g entonces ||z, —x4]| < % |z1 —xo||. Y concluya que (z,,) es una sucesién de Cauchy.
) Concluya que si F es un espacio de Banach, entonces (x,,) converge.

)

Teorema del punto fijo de Banach: Sea A C E cerrado no vacid, con E un espacio de
Banach, sea f : A — A contractante i.e. Ja € (0, 1) tal que

1f (@) = f@W) < allz —yll Vo,y e A
Entonces existe un unico punto fijo, es decir, 3z € A tal que f(z) = .

P5. (propuesto) Sea (E,| - ||) un espacio vectorial normado.



a) Sea A C E pruebe que
A={x € FE:VYe>0 B(z,e)NA#0}={x € F:3(z,) C A tal quezx,, — x}

b) Sea A C FE pruebe que
Z:ﬂ{C:AQCyCes cerrado }

¢) Sea A C FE pruebe que
int(A) = U{U :U C Ay U es abierto }

d) Sea A C FE pruebe que -
int(A%)¢=A



