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P1. Definición: Sea C ⊂ E de un e.v. Se dice que C es convexo si y solo si

∀λ ∈ [0, 1] ∀x, y ∈ C λx+ (1− λ)y ∈ C

a) Muestre que B(0, 1) es un conjunto convexo.

b) Muestre que si C1, C2 son convexo r ∈ R entonces C1 + rC2 es convexo. Concluya que B(x, r)
es convexo para todo x ∈ E y r ∈ R+

c) Muestre que el conjunto {(x, y) ∈ R2 :
√
x+
√
y ≤ 1} no es convexo. Deduzca que

‖(x, y)‖ = (
√
x+
√
y)2

no es una norma.

P2. Muestre que la sucesión fn ∈ C[0, 1] definidas por

fn(x) = xn , x ∈ [0, 1]

converge puntualmente, pero no converge en C[0, 1]. Además pruebe que fn converge uniformemente
en C[0, α] para todo α ∈ (0, 1).

P3. Sea la sucesión de funciones decrecientes (fn) continuas dadas por

fn(x) =

{
xn si x ∈ [0, 1]

1 si x ∈ (1, 2]

Pruebe que (fn) es de ‖ · ‖1-cauchy pero no converge.
Para ello pruebe y utilice

2∫
0

|fn+h(x)− fn(x)|dx ≤
1∫

0

fn(x)dx =
1

n+ 1

P4. Definición: Sea (E, ‖ · ‖) un espacio vectorial normado. E se dice un espacio de Banach si y solo
si toda sucesión de Cauchy converge en E.
Sea xn ∈ E una sucesión contractacte i.e ∃α ∈ (0, 1) tal que

‖xn+1 − xn‖ ≤ α‖xn − xn−1‖ ∀n ≥ 1

Demuestre que:

a) ‖xn+1 − xn‖ ≤ αn‖x1 − x0‖ ∀n ≥ 1.

b) Sea p > q entonces ‖xp−xq‖ ≤ αq

1−α‖x1−x0‖. Y concluya que (xn) es una sucesión de Cauchy.

c) Concluya que si E es un espacio de Banach, entonces (xn) converge.

d) Teorema del punto fijo de Banach: Sea A ⊆ E cerrado no vació, con E un espacio de
Banach, sea f : A→ A contractante i.e. ∃α ∈ (0, 1) tal que

‖f(x)− f(y)‖ ≤ α‖x− y‖ ∀x, y ∈ A

Entonces existe un único punto fijo, es decir, ∃!x ∈ A tal que f(x) = x.

P5. (propuesto) Sea (E, ‖ · ‖) un espacio vectorial normado.
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a) Sea A ⊆ E pruebe que

A = {x ∈ E : ∀ε > 0 B(x, ε) ∩A 6= ∅} = {x ∈ E : ∃(xn) ⊆ A tal quexn → x}

b) Sea A ⊆ E pruebe que

A =
⋂
{C : A ⊆ C y C es cerrado }

c) Sea A ⊆ E pruebe que

int(A) =
⋃
{U : U ⊆ A y U es abierto }

d) Sea A ⊆ E pruebe que
int(Ac)c = A
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