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1 Desigualdades importantes

Desigualdad de Hdélder: Sean p,q € (1,00) tales que % + % = 1, entonces

n n 1/p n 1/q
SE (Zw) (Zw) Yoy R”
=1 =1 =1

Desigualdad de Minkowski: Sean z,y € R” 1< p < oo entonces

n 1/p n 1/p n 1/p
(ZL% +in”> < <Z|$l|p> + <Z|yl|p>
i=1

i=1 i=1

2 Problemas

P1. Sea C*([0,1],R) el conjunto de todas las funciones derivables k-veces y con derivada continua en el
intervalo [0, 1] a valores en R.

a) Pruebe que las siguiente funciones son métricas en C([0, 1], R).

e d(f,9) zoflf(t) — g(t)|dt.

1
2

e d(f,g9) = <0f1|f(t) —g(t)|2dt)
o d(f,9) = sup e "|f(t) — g(0)].

teo,1]
b) Pruebe que .
o [|[fl= sup w +1£/(0)| + | £(0)| es una norma en C2([0, 1], R).
z#y€(0,1]

o [Ifll = sup [f" ()] +f'(0)| +|£(0)| es una norma en C*([0, 1], R).
t€[0,1]
P2. Sean (E, ||-[|g) y (F, ||| r) dos e.v.n. Pruebe que ||(z,y)|| = |zl z+yllF v [I(z,y)l| = méx{|[z] 2, [yllr}
Son normas en E x F.
P3. Ejemplos de espacios vectoriales normados:

a) Se define C[a,b] := {f : [a,b] — R : f es continua }. Pruebe que ||f|| := sup{|f(z)| : = € [a, b]}
es una norma sobre C|a, b].

b) Sea 1 < p < oo, se define  := {(x,) C R : > |z, < oo} . Pruebe que ||(z,)] :=

n=0

o0
(3> |2n|P)Y/P es una norma sobre £7.
n=0



c) Sedefine Bb(f):= sup { |f(ziy1) — f(2:)|}, como la variacién total de una funcién, se
(z;)€Pla,b] i>0

dice que una funcién es de variacién acotada si B2(f) < oo y denotemos por:
BVla,b] :={f : [a,b] = R: By(f) < ooy f(a) =0}
Pruebe que B® es una norma en BV [a, b].
P4. Sea (E,|| - ||) un espacio vectorial normado.

a) Sea £ : E — FE una funcién lineal inyectiva. Pruebe que || - ||; definida por ||z|; = ||I(x)]| es
una norma sobre E.

b) Prueba que ||(z1,x2)| := v/42? + 923 es una norma en R



