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Introduccion

Estas notas presentan una introduccion basica al andlisis real, basada
en el estudio de espacios métricos y aplicaciones. En particular, hacemos un
estudio extenso de la idea de completitud en un espacio métrico.

Dos conceptos fundamentales son la base de este estudio: métrica y com-
pletitud. Una métrica es una funcién que establece distancias entre los ob-
jetos de un espacio. Las propiedades que definen una métrica son aquéllas
que uno espera de una distancia: positividad, simetria, y la desigualdad del
tridangulo, la cual garantiza que la distancia entre dos puntos es menor que
la suma de las distancias de éstos a otro punto en comun.

Por medio de una métrica uno puede medir la “cercania” dentro un
espacio desde el punto de vista analitico, es decir, establecer cudles son las
sucesiones convergentes. Esto nos lleva de manera natural a continuidad y
al estudio de la topologia de un espacio.

Completitud es la propiedad que garantiza que las sucesiones cuyos
términos se acercan entre si son convergentes. En términos generales esto
significa que nuestro espacio no tiene “agujeros”.

En el capitulo 1 se define el concepto de métrica, y se estudia de manera
bésica la topologia inducida por un métrica. De manera un tanto més detal-
lada se estudian métricas inducidas por normas (magnitudes de vectores) o
por productos internos.

En el capitulo 2 se estudia la convergencia de una sucesion, y se introduce
la idea de completitud. Tmabién se estudian algunas aplicaciones de estas
ideas a espacios vectoriales normados, como la convergencia de series, ya sea
de manera absoluta o condicional. Se demuestra, por ejemplo, el teorema de

I
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VI Introduccion

Dirichlet. Al final, demostramos que si un espacio métrico no es completo,
entonces puede ser encajado un espacio métrico completo.

La idea de compacidad fue descubierta por Heine en su estudio de fun-
ciones uniformemente continuas. Compacidad también garantiza la existen-
cia de maximos y minimos de una funciéon continua, por lo que su estudio
es basico en andlisis. En el capitulo 3 estudiamos estos conceptos en de-
talle, y demostraremos el teorema de Bolzano-Weierstrass, el cual clasifica
a los conjuntos compactos en términos de sucesiones convergentes. También
demostramos el teorema de Heine-Borel, el cual implica, por ejemplo, que
bolas cerradas en el espacio euclideano son compactas. Sin embargo, tal cosa
no es cierta en espacios de dimensién infinita, como se establece al final del
capitulo.

La coleccion de funcionas continuas acotadas en un espacio métrico for-
ma en si un espacio métrico, y tal objeto es estudiado en detalle en el capitulo
4. Por ejemplo, clasificamos los subconjuntos compactos de dicho espacio a
través del teorema de Arzela-Ascoli. También se estudian subconjuntos den-
sos, y demostramos el teorema de Stone-Weierstrass al final del capitulo.

En el capitulo 5 se estudia la idea de conexidad y se establecen algunas
aplicaciones, como el teorema del valor intermedio en la recta real y el estudio
de conjuntos convexos en el espacio euclideano.

En el capitulo 6 se estudian consecuancias de completitud, como el teo-
rema de Cantor y el teorema de Baire. Las aplicaciones de dichos teoremas
van desde la incontabilidad de los nimeros reales hasta la inexistencia de
funciones continuas sélamente en los racionales.

En 1ltimo capitulo aplicamos la idea de completitud al estudio de ecua-
ciones diferenciales ordinarias. Introducimos la condicién de Lipschitz y el
teorema de contraccién para garantizar la existencia y unicidad de cierta
clase de ecuaciones de primer orden, y su extension a 6rdenes mayores.

Estas notas, atin, siguen en constante revision.

Ricardo Alberto Sdenz Casas



Capitulo 1

Espacios Métricos

1. Meétricas

A grandes rasgos, un espacio métrico es un conjunto provisto de una
distancia, llamada métrica, y a partir de ésta construimos sus propiedades
analiticas: limites y continuidad.

Definicién 1.1. Sea X un conjunto no vacio. Una métrica d en X es una
funcién d : X x X — [0,00) con las siguientes propiedades:

1.

2. d(x,y) =d(y,x), para todos z,y € X.
3. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y), para todos z,y,z € X.

=

(x,y) = 0si, y sélo si, z =y, para todos =,y € X.

Un espacio métrico es una pareja (X,d), donde X # () y d es una métrica
en X.

Cuando no haya confusién, nos refererimos al espacio métrico (X,d)
s6lo como X. Al enunciado (3) de la definicién anterior se le conoce como
la desigualdad del tridngulo.

Ejemplo 1.2. Sea X # (). Definimos

0 sixz=uy,
d(x,y) = z,y € X.
(@) {1 six # vy, Y

Es claro que (X, d) es un espacio métrico, y d es llamada la métrica discreta.
Este ejemplo garantiza que cualquier conjunto (no vacio) puede ser dotado
de una métrica.

1



2 1. Espacios Métricos

Ejemplo 1.3. Sea R el conjunto de los niimeros reales, y definimos
d(:lf,y):|l’—y|, I??/GR'

d es llamada la métrica estandar en R. Excepto cuando sea indicado de otra
forma, nos referiremos al espacio R con la métrica estandar sélo por R.

Ejemplo 1.4. En R" definimos
dE(Qf,y) = \/(xl_y1)2+"'+(xn_yn)27 mayERn-

dgr es llamada la métrica euclideana. La demostracion del hecho que dg
define una métrica requiere de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, la cual
sera demostrada en la siguiente seccion.

Ejemplo 1.5. En R" también podemos definir
dM(xay) = IrlléX |xi_yi|7 xayERn~
= n

=1,...

Para verificar que es una métrica, observamos primero que las propieda-
des (1) y (2) de métrica se satisfacen trivialmente por la definicién de
valor absoluto. Para verifica la desigualdad del tri’angulo, tomamos =z =

(T15- - @n),y = (Y1, -, Yn)s 2 = (21, .-, 2n) € R" y suponemos que

‘xio - yio| = Z._HlléX ‘372 - yi"

Entonces
d(l’,y) = ’xio - yiol < ’xio - Zio’ + ‘21'0 - y’io‘
< méx |x; —zi| + max |z —yi| =d(x, z2) + d(z,y).
iz

1=1,...,n =1,....,n

Este métrica es llamada la métrica del mdzimo.
Ejemplo 1.6. En R", definimos la métrica
dT(-fE,y): ’xl_y1’+"‘+|xn_yn‘7 1‘,y€Rn.

De nuevo, es facil verificar que d7 es una métrica, la cual es llamada la
métrica del taxi (Figura 1).

Ejemplo 1.7. En R, definimos ahora

[z —yl
1+ |z -y
Las propiedades (1) y (2) de la definicién de métrica se satisfacen trivial-
mente por la definicién de valor absoluto. Para verificar la desigualdad del
tridngulo, sean A = |z — z|, B = |z — y|, y C = |z — y|. Entonces queremos
mostrar que

da(z,y) = ., x,y €R.

C A B
< + .
1+4C " 1+A 1+B




1. Métricas 3

Figura 1. Comparacién de las métricas dg, dar y dr en R?. En la figura,
de(z,y) =7, dm(x,y) = b (suponiendo que b > a) y dr(z,y) = a + b.

Pero, como C < A+ By A,B > 0, tenemos
C C+AB 1—AB

< =
1+4C ~ 1+C 1+C
1-AB A B

<1- = + .
1+A+B+AB 1+A 1+8B
da es llamada la métrica acotada en R, ya que para todos z,y € R,

dA(x,y) < 1.

Ejemplo 1.8. Sea (X,d) un espacio métrico. Al igual que en el ejemplo
anterior, podemos verificar que

d(z,y)
1+d(z,y)’
es una métrica en X. A d4 le llamaremos la acotacion de la métrica d en X,

ya que, como veremos mas adelante, induce la misma topologia que d en X
y ademds d(z,y) < 1 para todos los puntos z y y en X.

da(z,y) = z,y € X,

Ejemplo 1.9. Sea (X,d) un espacio métrico, y Y C X no vacio. Entonces
la restriccién de d a Y x Y define una métrica en Y, y (Y, d|y «xy) es llamado
un subespacio de X. El estudio de los subespacios de un espacio métrico es
importante para entender la estructura del espacio original, y sera uno de
los temas centrales en estas notas.

Ejemplo 1.10. Sean (X,d) y (Y,p) dos espacios métricos. Entonces, si
definimos la funcién d x p: X x Y — [0, 00) como

d x p((x1,91), (22,y2)) = d(z1,22) + p(y1,92), 1,22 € X, y1,42 €Y,

(X xY,d x p) es un espacio métrico, y es llamado el espacio producto de X
v Y. Por ejemplo, la métrica dr en R? es igual a la métrica producto d x d
en R x R, donde d es la métrica estandar.



4 1. Espacios Métricos

2. Meétricas en espacios vectoriales

En esta seccion describimos la construccién de métricas en espacios vec-
toriales. En espacios normados, la métrica es dada simplemente por la dis-
tancia entre dos vectores, es decir, la norma de su diferencia. En caso de
tener un producto interno, la norma es inducida por éste.

2.1. Espacios Normados.

Definicion 1.11. Sea X un espacio vectorial sobre el campo K, el cual
puede ser el campo de los nimeros reales (R) o los nimeros complejos (C).
Una norma en X es una funcién || - || : X — [0,00) que satisface:

1. ||z|| = 0 si, y solo si, x = 0.
2. ||\z|| = || ||x||, para todo A e Ky z € X.
3. |l +yll < llzll + [yl para todos z,y € X.

Un espacio vectorial normado es una pareja (X, ||-||) donde X es un espacio
vectorial y || - || es una norma.

Ejemplo 1.12. Consideremos el espacio K" con la norma
(1.1) lzlle = Ve + |22 + ..+ [aal?,

donde |r| representa el valor absoluto de r. El hecho que (1.1) define una
norma se deduce de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, demostrada maés
adelante en esta seccion. En el caso K = R, denominamos a este espacio el

espacio euclideano, y, a su vez, || - || g la norma euclideana. La norma || - ||g
se denotard también como |- |, cuando esto no genere confusién con el valor
absoluto.

Ejemplo 1.13. Consideremos nuevamente K", con la normas

(1.2) lellr = laal + loal + ... + anl:
(1.3) lollar = ez

El hecho que estas dos funciones definen normas en K" se concluye facilmente
de las propiedades basicas del valor absoluto. En el caso n = 1, estas dos
normas y la del ejemplo anterior coinciden con la funcién valor absoluto.

Ejemplo 1.14. Sea C(|[0,1]) el espacio de funciones continuas (con valores
en K)) sobre el intervalo [0, 1]. Entonces C([0, 1]) es un espacio vectorial sobre
K, y se puede normar por medio de

(1.4) [ fllu = mrg[gﬁ} |f(2)].

(1.4) estd bien definida porque f es continua en el intervalo cerrado [0, 1], y
por lo tanto toma su maximo. La propiedad (1) de la definicién de norma
se satisface trivialmente, y (2) se sigue porque |\f(z)| = |A||f(x)| para todo



2. Métricas en espacios vectoriales )

x € [0,1]. Para verificar la desigualdad del tridngulo, sean f, g continuas en
[0,1] y xo tal que

| f(z0) + g(wo)| = Jél[%fi] |f(z) + g(=)].

Entonces

1f + gllu = [f (o) + g(wo)| < [f(xo)| + |g(x0)|
< xr?[%ﬁ] f (@) + IIQ[%E lg(@)| = ([l + [lg]]u-

La norma (1.4) es llamada la norma uniforme.

Ejemplo 1.15. En C([0,1]), también podemos definir la norma

1
(1.5) £l = /0 1 (@)|de,

donde | denota la integral de Riemann. El hecho de que (1.5) denota una
norma se sigue de las propiedades usuales de la integral de Riemann y de
valor absoluto. Esta norma es llamada la norma L.

Todo espacio vectorial normado se puede metrizar por medio de la fun-
cion

(1.6) d(z,y) = [|lz —yl|.
Es fécil demostrar que (1.6) define una métrica (ejercicio 4), y decimos
que esta métrica es inducida por || - ||. Mas ain, esta métrica satisface las

siguientes propiedades:

1. d(z + z,y + z) = d(x,y), para todo z,y,z € X; es decir, d es
invariante bajo traslaciones.

2. d(0zx,dy) = dd(z,y), para todo § > 0y z,y € X; es decir, d es
homogénea de orden 1.

Las métricas dg, dy; y dp en R™ son inducidas por las normas || - || g,
|- 1lar v || - ||z, respectivamente. De igual forma, la norma || - ||,, en C([0,1])
induce la métrica

de la cual discutiremos més adelante (capitulo 4).

1Una funcién f:X — Y, donde X y Y son espacios vectoriales, es homogénea de orden o

si, para todo § > 0, f(dz) = 6% f(x).
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2.2. Espacios con producto interno.

Definicién 1.16. Sea X un espacio vectorial sobre K. Un producto interno
en X es una funcién (-,-) : X x X — K con la siguientes propiedades:

1. (z,z) > 0 (es decir, un nimero real nonegativo) para todo = € X,
y (z,2) =0 si, y sélo si, z = 0.

2. (z,y) = (y,z), para todos z,y € X, donde 7 representa el conjuga-
do del nimero .

3. Az +mny,z) = X\z,z2)+n(y,2), para todos z,y,z € X y \,n € K.
La pareja (X, (+,-)) es llamada un espacio con producto interno.
En esta definicién, las propiedades (2) y (3) implican que

(ZL‘, Ay + 773) - )\(x,y) + ﬁ(xa Z)

Asi, un producto interno (-,-) es lineal en la primer variable y “lineal con-
jungado” en la segunda.

Ejemplo 1.17. En K", consideremos el producto
(1.7) (z,w) = z1W1 + 29Wa + . .. + 2, Wy

Es facil ver que (1.7) es de hecho un producto interno. De hecho, todo espacio
vectorial sobre K con producto interno, de dimensién n < oo, es isomorfo
a K" con el producto (1.7). La demostracién de este hecho involucra el
llamado proceso de Gram-Schmidt, que el lector puede repasar en cualquier
texto elemental de algebra lineal.

Ejemplo 1.18. En C([0,1]) definimos

(18) (f.9) = /0 f(x)g()d.

De nuevo, las propiedades de la integral de Riemann implican que (1.8) es
un producto interno.

Un producto interno induce una norma. La construccion de la norma
inducida es facil, pero el demostrar que de hecho es una norma requiere de
la siguiente propiedad.

Lema 1.19 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Sea (X, (+,-)) un espacio
con producto interno, y sean x,y € X. FEntonces

(2, ) < (z,2)(y, ).
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Demostracién. Elresultado es trivialmente cierto si x es el vector 0 (ambos
lados de la desigualdad son iguales a 0, en tal caso). Supongamos entonces
que x # 0 y sea w € X el vector

W=7y — (y,(gf—x))x.

Entonces, utilizando las propiedades (1), (2) y (3) de la definicién de pro-

X
Figura 2. Los vectores z, y y w de la demostracién.

ducto interno, y la nota después de la definicion,

0 < (ww)= (y— (y,(:—x)>:c,y— (y(;—x)>x>

(y, ) (y,2)
(y,y) — (z.7) (y, =) — (z.2) (z,y) +

@yl @yl @y

= WY T e T @)
_ @yl
Luego
(2, y)|?

y por lo tanto

El vector

(y, (:cg,cx) >x

de la demostracién es denominado proyeccion orthogonal de y sobre x (més
precisamente, sobre el espacio generado por x) y suele denotarse por Proy , y.
Esto se debe al hecho que w = y — Proy,y y = son ortogonales, es decir,
(w,z) = 0, como es muy facil de verificar.

Tenemos entonces la siguiente proposicion.
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Proposicién 1.20. Sea (X, (+,-)) un espacio con producto interno, y defi-

nimos || - || : X — [0,00) como la funcion
(1.9) |zl = v/ (2, ).
Entonces (X, || -||) es un espacio normado.

Demostracién. Primero, la funcién (1.9) estd bien definida ya que para
todo z € X, (z,x) > 0. Verificamos que se cumplen las propiedades 1, 2 y 3
de una norma:

1. Como (z,z) = 0 si, y sélo si, x = 0, entonces ||z|| = 0 si, y sélo si,
x=0.

2. Size X y AekK, entonces

Xz|| = (Az, A\x) = /AN (2, 7) = |\ (2, 2).

3. Six,ye X,

lz+yl*? = (+y,z+y)=(@2)+ (x,y9) + ¥,2) + (1, 9)
= || + (z,y) + (z, ) + |lyl[?
= |lz|]* + 2R(z,y) + [ly||?
< =P 4 2/, m)| + [lyl?
< l=|* +2l|z||[lyl| + |lyl|* por Cauchy-Schwartz
= (Il + llyl))>.

g

Ejemplo 1.21. Observemos que la norma (1.1) es inducida por el producto
interno (1.7) y esta norma, a su vez, induce la métrica euclideana en K"

(1.10) de(z,y) = V]r1 — 2+ |lv2 — o2 + .o zn — Yl

presentada ya en la secciéon anterior. El espacio euclideano R" es un ejemplo
béasico de un espacio métrico, y comparte muchas de sus propiedades con
espacios métricos mas generales. Sin embargo, hay también algunas diferen-
cias, muy importantes, que estudiaremos mas adelante.

Ejemplo 1.22. En C([0,1]), el producto (1.8) induce la norma

(1.11) 172 = ( / 1 |f<sc>|2da:> "

llamada la norma L? de C([0,1]).
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3. Topologia

Una topologia en un conjunto no vacio X es una selecciéon de subconjun-
tos de X, llamados conjuntos abiertos, con propiedades tales que permiten
generalizar algunas nociones analiticas de los niimeros reales, como limites y
continuidad. En esta seccion definiremos la topologia de un espacio métrico
y demostraremos las propiedades elementales de dicha topologia.

3.1. Conjuntos abiertos.

Definicién 1.23. Sea (X, d) un espacio métrico y x¢ € X. La bola abierta
de radio € > 0 con centro en xo (6 alrededor de x() es el conjunto

B:(zo) = {y € X : d(zo,y) < &}.

Es decir, un bola abierta de radio € > 0 alrededor de un punto es el
conjunto de puntos en el espacio métrico a distancia menor que € a dicho
punto. Las bolas abiertas, desde luego, dependen de la métrica. Por ejemplo,
la figura 3 compara las bolas abiertas en distintas métricas en el plano
cartesiano.

Figura 3. Comparacién de la bola de radio 1 en R? con respecto a las
métricas dg (circulo), dys (cuadrado exterior) y dr (rombo interior).

Observaciones. Sea © € X. Entonces:

x € B:(x), por lo que B.(x) # () para todo = € X, > 0.
Si e <4, entonces B.(z) C Bs(x).
{z} = Neso B=(x) = Nyez+ Biyn().
» X =U.»0B:(2) = Upez+ Bnl(a).
Las bolas abiertas son el ingrediente para definir un conjunto abierto.

Definicion 1.24. Si U C X, decimos que U es abierto si para todo z € U
existe € > 0 tal que B.(z) C U.
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En otras palabras, todos los elementos de un conjunto abierto son el
centro de una bola abierta completamente contenida en el conjunto. Primero
demostraremos que todas las bolas abiertas son de hecho conjuntos abiertos.

Proposiciéon 1.25. Sean z € X y e > 0. Entonces el conjunto B.(x) es
abierto.

Demostracién. Sea y € B.(x). Tenemos que mostrar que existe una bola,
con centro en y, contenida en B.(x). Sea 0 = € — d(x,y). Este niumero es
positivo porque d(z,y) < e. Entonces, si z € Bs(y), d(y,z) < ¢ y, por la
desigualdad del tridangulo,

d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2) < d(z,y) + 6 =d(z,y) + € —d(z,y) =e.
Por lo tanto Bs(y) C Be(z). O

Ejemplo 1.26. En (R,|-|), un conjunto U C R es abierto si, y sélo si, para
cada x € U existe un intervalo abierto (a,b) que contiene a x y contenido
en U. Esto se debe a que

B.(zx)=(r—e,x+e); y
a+b)

De hecho, es posible dar una caracterizacién de todos los conjuntos abiertos
de R como uniones de intervalos abiertos (véase el ejercicio 7).

(a,b) = Boo (

Ejemplo 1.27. La interseccién infinita de conjuntos abiertos, en general,
no es abierta. Considere, por ejemplo, los conjuntos U,, = (—1/n,1/n) C R,
n > 0. Estos son abiertos, pero la interseccién de ellos, Mnez+ Un = {0}, no
es abierta.

Ejemplo 1.28. Recordemos la métrica en R dada por

[z — vl
da(z,y) = ——F—.
A(x y) 1+|x—y|
La funcién f : [0,00) — [0, 00),
-
f(?")— ].+’I"’

es continua y estrictamente creciente. Con estas propiedades, es posible de-
mostrar que U C R es abierto en (R,d4) si, y s6lo si, es abierto en (R, |- ).
Decimos entonces que las métricas |- | y da son equivalentes, y los espacios
(R,]-|) v (R,d4) son homeomorfos. (Véase el ejercicio 14.)

Ejemplo 1.29. Considere el espacio C' = C([0, 1]) con la norma uniforme.
Entonces, si f € C tenemos

B(f)={9€C:|f(x)—g(x)| < e para todo z € [0,1]},
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es decir, la bola de radio € con centro en f es el conjunto de todas las
funciones continuas en [0, 1] cuya grafica se encuentra a “distancia” menor
que ¢ de la grafica de f. (Figura 4.)

Figura 4. Bola de radio ¢ alrededor de una funcién en C.

Es muy importante observar que, al igual que las bolas abiertas, los
conjuntos abiertos dependen de la métrica. Un mismo conjunto con distintas
métricas, en general, tendrd distintos conjuntos abiertos.

A la coleccién de conjuntos abiertos en (X, d) se le llama una topologia.
Las siguientes son las propiedades fundamentales de una topologia.

Proposicién 1.30. Sea (X,d) un espacio métrico.

1. X y 0 son conjuntos abiertos.

2. Si{U,} en una coleccion arbitraria de conjuntos abiertos?, entonces
la union de estos conjuntos, |J, Ua, es un conjunto abierto.

3. SiU,Us,...,U, son abiertos, entonces (), U; es abierto.

Demostracion. 1. Siz € X, entonces Bj(z) C X, por definicién.
Ahora bien, la proposicién “z € ) = (Je > 0 : B.(z) C 0)” es
verdadera porque el antecedente “x € ()7 es falso. Por lo tanto, X
y ) son abiertos.

2. Siz e |J,Us, entonces existe un g tal que z € Uy,. Como U,,
es abierto, podemos encontrar un ¢ > 0 tal que B.(z) C U,,.
Entonces, B:(z) C |, Ua.

2Se asume que « pertenece a cierto conjunto de indices
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3. Siz € (), U, entonces x € U; para cada i =1,2,...,n. Como cada
uno de los conjuntos U; es abierto, existen €1, &9, ...,&, (positivos)
tales que B, (x) C U, para cada i. Sitomamos € = min; €;, entonces
B.(z) C Be,(z) C U; para cada 4, y por lo tanto B.(z) C (), U;.

O

Si (Y,dyxy) es un subespacio del espacio métrico (X,d), entonces un
subconjunto U de Y es abierto en Y si, y sélo si, existe un conjunto abierto
U en X tal que U = Uny (ejercicio 22). Para ver ésto, observemos que
cada bola en Y, BY (y), y € Y, es la interseccién de Y con una bola en X:
BY (y) = B.(y) NY. Esto es claro a partir de la definicién de bola abierta
en Y:

BY (y) ={z €Y :d(z,y) <e}.

3.2. Conjuntos cerrados.

Definicién 1.31. Sea (X, d) un espacio métrico, A C X y zg € X. Decimos
que g es un punto de acumulacion (o punto limite) de A, si para todo e > 0
la bola B:(xg) contiene puntos de A distintos de z¢, es decir

Bo(z0) N A\ {zo} # 0.

Sizg € A y no es un punto de acumulacién de A, entonces decimos que
o es un punto aislado de A.

De forma equivalente, ¢y € X es un punto de acumulacién de A si, para
todo conjunto abierto U que contiene a xg contiene puntos de A distintos
de Q-

Ejemplo 1.32. Los puntos 0 y 1 son puntos de acumulaciéon del intervalo
(0,1) en R.

Ejemplo 1.33. El conjunto Z, en R, estd compuesto sélo de puntos aislados.

Definicién 1.34. Sea (X,d) un espacio métrico. Un subconjunto £ de X
es cerrado si contiene todos sus puntos de acumulacion.

Esta definicién es equivalente a decir que un conjunto E es cerrado si,
y sélo si, para cada x ¢ FE, existe un € > 0 tal que B.(x) N E = (), ya
que x no es un punto de acumulaciéon. En particular, tenemos la siguiente
proposicién.

Proposicién 1.35. Sea (z,d) un espacio métrico. Un subconjunto E de X
es cerrado si su complemento X \ E es abierto.

Demostracién. Si E es cerrado y € E, entonces X \ E es abierto, por la
observacion anterior.
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De manera inversa, si X \ E es abierto y z ¢ E, entonces X \ F es un
abierto que contiene a x y no interseca a F, por lo que x no es punto de
acumulacion. O

Ejemplo 1.36. En (R, |- |), los intervalos cerrados [a, b] son cerrados.

Ejemplo 1.37. En todo espacio métrico, cada conjunto con un solo punto,
digamos {zo}, es un conjunto cerrado. Esto es porque, si x & {x}, entonces
x#xgyr=dz,x) >0,y luego
B, ja(@) N{zo} = 0.
Ejemplo 1.38. La bola cerrada, de radio € > 0 con centro en z, se define
como el conjunto
Be(z) ={y € X : d(z,y) < e}.
La bola B.(x) es un conjunto cerrado, ya que, si y & B.(x), entonces

d(z,y) > €, y, por lo tanto, si § = d(z,y) — €, tenemos que d(y,z) < §
implica que

d(:z:,z) = d(l‘,y) - d(:‘/?z) > d(l’,y) —0= d(.fl?,y) - (d(ilj‘,y) - 5) =g,
y luego Bs(y) N Be(x) = 0. (Véase el ejercicio 21.)
Los conjuntos cerrados, andlogamente a los abiertos, satisfacen las si-

guientes propiedades, las cuales se siguen facilmente de la proposiciéon 1.30
y las leyes de DeMorgan.

Proposiciéon 1.39. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces:

1. X y 0 son cerrados;

2. Si{E.} es una coleccion de conjuntos cerrados, entonces (), Eq €s
cerrado;

3. SiEy, Es,...,E, son cerrados, entonces |, E; es cerrado.
Ejemplo 1.40. Cada conjunto finito es cerrado en un espacio métrico.

Ejemplo 1.41. Considere los subconjuntos de R dados por
CO = [07 1]7

e = [odul2)

3 3’
e = fogllmgvlpallEl)
o
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Esto es, cada C,, se obtiene al remover el intervalo que corresponde a la
tercera parte central de cada uno de los intervalos de C',,_1. El conjunto

C= ﬁ Cn
n=0

es llamado el conjunto de Cantor. Es claro que C' no es vacio, ya que al
menos {0,1} C C, y de hecho C es infinito, ya que contiene los limites de
cada uno de los intervalos de cada C,,. Por la proposicion 1.39, C' es cerrado.

Definicién 1.42. Sea (X,d) un espacio métrico, y A C X. Definimos la
cerradura de A como la unién de A y sus puntos de acumulacion.

La siguientes propiedades de la cerradura son faciles de verificar, y su
demostraciéon se deja para el lector.

Proposicién 1.43. Sea (X,d) un espacio métrico y A, B C X. Entonces:

1. A es cerrado.

2. A=A
3. Si AC B, entonces A C B.
4. Si ACFE yE es cerrado, entonces A C E.

Demostracion. 1. Sea z un punto de acumulacién de A. Demostra-
remos que x es un punto de acumulacion de A, y por lo tanto estd en
A. Sea ¢ > 0. Entonces existe y € B.(z) N A\ {z}. Siy € 4, ya
hemos terminado. Si no, entonces y es un punto de acumulacién
de A, y si tomamos § = min{e — d(z,y),d(x,y)}, entonces § >0y
existe z € Bs(y) N A\ {z,y}. Ahora bien,

d(Z,.CC) < d(Z,y) + d(y,:l)) <é— d(l‘,y) + d(y,SC) =&
por lo que z € B.(z) N A\ {z}.

2. Esto es obvio porque A es cerrado, y por lo tanto contiene todos
sus puntos de acumulacion.

3. Siz es un punto de acumulacion de A, entonces también lo es de
B. Asi que x € A implica z € B.

4. Igual que en el inciso anterior, si x es un punto de acumulacion de
A, entonces también lo es de . Como FE es cerrado, x € E. Por lo
tanto A C E.

g

El 1ltimo inciso en la proposiciéon anterior implica que A es el menor
conjunto cerrado que contiene a A.
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Ejemplo 1.44. Los puntos de acumulacién del intervalo (0,1) en R son

todos sus puntos, ademas de 0 y 1. Entonces (0,1) = [0, 1].
Ejemplo 1.45. Si A = QN [0,1], entonces A = [0,1]. Esto se debe a que

cualquier intervalo abierto contiene niimeros racionales.

Si A y B son subconjuntos del espacio métrico (X, d), definimos la dis-
tancia entre ellos como

d(A,B) = inf{d(z,y) :x € Ay y € B}.

Si A contiene un solo punto, digamos A = {x}, entonces escribimos d(z, B).
La siguiente observacion nos serd de utilidad mas adelante.

Proposicién 1.46. Sea E un conjunto cerrado en el espacio métrico (X, d)
yx & E. Entonces la distancia de x a E es positiva, es decir, d(x, E) > 0.

Demostracion. Como x ¢ FE, la observacién que sigue a la definicion de
conjunto cerrado implica que existe un £ > 0 tal que B:(z) N E = (), por lo
que d(z,y) > ¢ para todo y € E. Entonces d(z,E) > ¢ > 0. O

a@

Figura 5. En la figura, la distancia de = a E es positiva, y d(z, F) > ¢.

Sin embargo, si £ y F' son dos conjuntos cerrados disjuntos, es posible
que d(E, F) = 0 (ejercicio 16).

3.3. Conjuntos densos.

Definicién 1.47. Sea X un espacio métrico y S C X. Decimos que S es
denso en X (o simplemente denso) si paratodoe >0y x € X B.(x)NS # 0.

Ejemplo 1.48. X es denso en si mismo.
Ejemplo 1.49. Q y R\ Q son densos en R.

Ejemplo 1.50. Q", el conjunto de puntos en R” con coordenadas racionales,
es denso en el espacio euclideano R"™: Para ver esto, seax = (z1,...,z,) € R”
y € > 0. Si 0 = ¢/4/n, entonces el paralelepipedo

(x1 — 0,21 +0) X -+ X (xy, — 6,2y, + 0)

estd contenido en B (x) (con respecto a la métrica euclideana). Si tomamos
racionales ¢; € (x; — 0, x; + 9), entonces q = (q1,-..,qn) € Be(2).
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De igual forma, si A, S C X, decimos que S es denso en A si para todo
e>0yax € A Bx)NS # (). La siguiente proposicién establece algunas
propiedades de densidad.

Proposicion 1.51. Sea X un espacio métrico, S, A C X.

1. S es denso en A si, y sélo si, S D A.
2. S es denso si, y solo si, S = X.

3. S es denso si, y solo si, cualquier conjunto abierto U en X contiene
puntos en S.

4. Si S es denso en A y es cerrado, entonces S D A.

Dejamos la demostracion de esta proposicién como ejercicio.

Definicién 1.52. Decimos que X es separable si existe un conjunto contable
S denso en X

Ejemplo 1.53. El espacio euclideano R es separable.

Ejemplo 1.54. C(]0,1]) con la norma uniforme es separable: Este hecho es
consecuencia del teorema de Weierstrass, el cual se discutird mas adelante.

Ejercicios

1. Demuestre que la funcién d., definida en el ejemplo 4 de la seccién 2.1,
es una métrica en R".

2. Demuestre que la funcién dq, definida en el ejemplo 5 de la seccion 2.1,
es una métrica en R".

3. Sea (X,d) un espacio métrico. Muestre que la funcién

d(z,y)
da(z,y) = ————, =,y € X,
define una métrica en X.
4. Muestre que, si (X, ||-||) es un espacio normado, y, si definimos la funcién

d: X x X —[0,00) por

d(x,y) = |lz —yll,
entonces (X, d) es un espacio métrico.
5. Demuestre las observaciones establecidas después de la definicion de la

bola abierta:
» Sie <, entonces B.(x) C Bs(x).

» {2} =Nso Be(@) = Nyez+ Biyn(@).
» X = Ug>o B.(z) = Unez+ By (z).
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10.

11.

12.

Dé un ejemplo donde B.(z) C Bs(z) y € > 4.

Si U C R es un conjunto abierto, muestre que podemos expresar U como
o
U= U(ai, bz),
i=1

donde los intervalos (a;,b;) son disjuntos. Es decir, todo subconjunto
abierto de R es la unién contable de intervalos abiertos disjuntos.

Muestre que, si X es un espacio discreto, entonces todos sus subconjun-
tos son abiertos.

Considere los espacios vectoriales normados (X, || - ||1) ¥ (X,]| - []2)-
Decimos que las métricas || - ||1 v || - ||2 son equivalentes, si existen
constantes ¢y y co tales que

cillz|lr < [z]l2 < collz|]1,

para todo x € X.
= Muestre que, si || -]]1 y || - ||2 son equivalentes y B:(x) es la bola de
radio £ con centro en x que corresponde a la métrica ||-||;, i = 1,2,
entonces, para todo € > 0, existen d; > 0 y do > 0 tales que

Bj,(z) € BZ(z) vy Bj,(z) C Bz(x).

= Utilice el inciso anterior para mostrar que normas equivalentes in-

ducen topologias equivalentes, es decir, U es abierto en (X, || - ||1)
si, y sélo si, es abierto en (X, || - ||2). (Decimos entonces que los
espacios son homeomorfos.)

» Demuestre que las normas || - ||z, || ||ar ¥ || - ||z en R™ son equiva-

lentes. (De hecho, méas adelante demostraremos que cualquiera dos
normas en R" son equivalentes. )

Sea (X, || -||) un espacio normado. Si A C X, z € X y A € K, definimos
los conjuntos = + A y AA como

r+A={r+yeX:yc A}, M={weX: :ycA}
Muestre que, para z € X y € > 0,
B.(z) =z + B1(0).

Sean || - ||1 v || - ||2 dos normas en X, y B(0) la bola de radio 1 con
centro en 0, bajo la norma || - ||;. Suponga que existen § > 0y ¢ > 0 tal
que

B;(0) € B1(0) y BZ(0) C Bi(0).
Muestre que las normas || - ||1 y || - ||2 son equivalentes.

Sean (-,-)1 v (+,+)2 dos productos internos en R™. Demuestre que las
normas || - [|1 y || - ||2 inducidas por (-,-)1 y (-, -)2, respectivamente, son
equivalentes.
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13.

14.

15.
16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

Muestre que las normas uniforme, L' y L? en C([0, 1]) satisfacen

flle < [1Fll2 < 1w
para toda f € C([0,1]). Muestre, sin embargo, que ningunas dos de estas
normas son equivalentes.

Sea (X, d) un espacio métrico, y sea d 4 la acotacién de d definida en el
ejercicio 3. Demuestre que (X,d) y (X,d4) son homeomorfos.

Demuestre la proposicion 1.39.
Sea (X,d) = (R?,dg), el plano con la métrica euclideana.
= Muestre que el conjunto

{(z,0) : x € R},

el eje de las xs, es un conjunto cerrado en R2.
» En general, muestre que si f : R — R es una funcién continua,
entonces su grafica

{(z, f(x)) : x € R}

es un conjunto cerrado en R2.
» Sean £ = {(z,0) :z € R} y F = {(z, f(x)) : x € R}, donde

1
fle) = 1+ |z

Entonces E y F son cerrados en R? y d(E,F) = 0.

Sean A, B C X. Azerigue la veracidad de los siguientes enunciados:

« AUBC AUB;

« AUB D AUB;

« ANBC ANB;

«» ANBD AN E;
Demuestre que el conjunto de Cantor no tiene puntos aislados.
Muestre que si (X, d) es un espacio métrico y A C X, entonces A es la
uniéon de A y sus puntos de acumulacién.

Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Muestre que z € A si, y sélo si,
para todo e > 0, B-(z) N A & ().

Sea B.(x) la bola cerrada con centro en x y B.(z) la cerradura de la
bola abierta Be(z). Muestre que Be(z) C B:(x), y dé un ejemplo donde
B.(x) ¢ Be(z).

Sea (Y, d|yxy) un subespacio de (X, d). Muestre que U C Y es abierto

en Y si, y sélo si, existe un abierto U en X tal que U = U NY. Pruebe
el resultado analogo para conjuntos cerrados en Y.
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23.

24.

Sea (X, d) un espacio métrico, Y C X, y suponga que todos los puntos
de Y son aislados. Entonces (Y, d|y «xy) es un espacio discreto. (Es decir,
(Y,d|y xy) es homeomorfo al espacio (Y,dp), donde dy es la métrica
discreta en Y'.)

Demuestre la proposicion 1.51.






Capitulo 2

Sucesiones y
convergencia

1. Definiciones

Una de las ideas fundamentales del andlisis es la de limite; en particular,
el limite de una sucesion. En este capitulo estudiaremos la convergencia de
sucesiones, ademas del concepto de completitud en espacios métricos.

Definicién 2.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesidn en X es una
funcién f : ZT — X. Si, para cada n, f(n) = z,, entonces escribiremos la
sucesion f como (x,)02 ;.

Decimos que (x,)72, converge a x € X, y escribimos x,, — x, si, para
todo € > 0, existe N € Z* tal que, si n > N, entonces d(x,,z) < €.

Los siguientes enunciados son equivalentes a decir que x,, — x:
» Para todo € > 0, existe N € Z7 tal que, si n > N, entonces
Ty € Be(x).
» Para todo abierto U en X que contiene a z, existe un N € Z™ tal
que, sin > N, entonces =, € U.

Figura 1. Ejemplo de una sucesiéon que converge a x. Todos los puntos
ZTn, excepto un nimero finito de ellos, estdn a distancia € de x.

Ejemplo 2.2. Sea zo € X, y considere la sucesién dada por z,, = x,
n =1,2,.... Entonces es claro que z,, — xo, ya que d(z,, o) = 0 < &, para

21
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todoe > 0y n € Z*. En este caso decimos que (z,)5°, es una sucesion
constante.

Ejemplo 2.3. Dada una sucesién (z,,)52

1, SlTy, =z, paraalgin z € X y
para todo n > N, decimos que ()52 ; es eventualmente constante a x. Al

igual que en el ejemplo anterior, x,, — .

Ejemplo 2.4. Considere la sucesién x, = 1/n en R. Entonces z,, — 0. Para
mostrar ésto, sea € > 0. Por la propiedad Arquimidiana de R, existe N € ZT
tal que N > 1/e. Entonces, sin > N,

)1 O‘ 1<1<
——0l=—<=<es
n n_- N

Ejemplo 2.5. Sea (X, || -||) un espacio normado. Una sucesién (z,)52; en
X converge a z si, y sélo si, la sucesion (y,)5, dada por y, = z, — z,

converge al vector 0. Para verificar ésto, supongamos que z,, — z. Entonces,
dado € > 0, existe un N tal que n > N implica ||z, — x|| < . Entonces
n > N implica ||y,|| < €y, por lo tanto, y, — 0. El enunciado inverso se
demuestra de manera similar.

Proposicién 2.6. Si una sucesion (x,)72 converge, entonces su limite es
unico; es decir, st Xp, — X Y Tp — Y, entonces T =y.

Demostracion. Para mostrar ésto, sea ¢ > 0, y sean Ny y Ny tales que
d(xp,x) < €/2y dxm,y) < e/2, para n > Ny y m > Ny. Tales N; existen
por convergencia. Ahora bien, si N = max{ N, N2}, entonces

d(z,y) < d(z,zy)+d(zN,y) <e/2+e/2 =¢,
y, como ¢ es arbitrario, concluimos que d(x,y) = 0. Por lo tanto z = y. O

Cuando no haya motivo de confusion, escribiremos la sucesién (x,)2°

simplemente como (z,). Si A C X, decimos que (z,,) estd en A si, para todo
n, x, € A. Las siguientes preguntas aparecen de manera natural dada una
sucesién (x,) en A: Si x,, — =z, entonces jx € A7 ;Bajo qué condiciones
podemos garantizar que x € A? jPodemos clasificar el conjunto de puntos
x tales que existe alguna sucesién (x,,), en A, tal que z,, — A?

Las respuestas a estas preguntas se pueden concluir del siguiente teore-
ma.

Teorema 2.7. Sea (X,d) un espacio métrico y A C X. Entonces x € A si,
y sélo si, existe (zy) en A tal que z, — .

Demostracién. Supongamos que existe una sucesion (z,) en A tal que
Tn — x. Por definicién, cualquier abierto que contiene a x contiene a algin
elemento z,, de la sucesién (de hecho a todos excepto a lo més un nimero
finito de ellos). Si z € A, entonces x € A; y, si x € A, entonces cualquier
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abierto que contiene a x contiene algin punto en A distinto de z, por lo que
x es un punto de acumulacién de A y, por lo tanto, x € A.

De manera inversa, si € A, entonces, para todo € > 0, B.(z) N A # 0.
Escogemos entonces, para cada n, ¥, € By(z) N A # (). Es facil verificar
que =, — z (ejercicio 1). O

Este teorema nos asegura que, si (x,) estd en A y z, — =z, entonces
T no necesariamente es un elemento de A, pero estd en la cerradura de
A. Ademss, si A es cerrado, entonces siempre x € A. Si A no es cerrado,
podemos encontrar puntos de acumulacién de A que no estén en A, y el
teorema nos permite concluir que existen sucesiones que convergen a tales
puntos. Como ejemplo, consideremos la sucesién (1/n). Esta sucesion estd en
el intervalo (0, 1], pero su limite, 0, no lo esté.

Si (z,,) es una sucesién, una subsucesion de (z,,) es una funcién g : Z* —
{xy, : n € ZT}, digamos g(k) = x,,, tal que, si k < [, entonces ny < ny.

Proposicién 2.8. Si x,, — =z, entonces x,, — x para toda subsucesion

(xn,) de (z5).

Demostracién. Sea ¢ > 0. Como x,, — x, existe N tal que n > N implica
d(xn,x) < e. Entonces, como ny > k para todo k, si k > N entonces ny > N
y por lo tanto

d(xy, ,x) <e.
U

La siguiente pregunta aparece muy frecuentemente en analisis, y de he-
cho es clave en la solucién de muchos problemas: Si (z,,) es una sucesién en
A, ;qué condiciones debe satisfacer el conjunto A para garantizar que existe
una subsucesién (z,,) tal que z,, — = para algin x € A? Un conjunto
con tal propiedad es llamado secuencialmente compacto, y haremos un estu-
dio mas detallado de tales conjuntos en el siguiente capitulo. Sin embargo,
podemos listar algunas propiedades, necesarias, para que un conjunto A sea
secuencialmente compacto.

Como la subsucesién (x,, ) también estd en A, entonces, para garantizar
que x € A, A debe ser cerrado en X. Ahora bien, A debe ser acotado.

Definicién 2.9. Sea (X,d) un espacio métrico y A C X. Decimos que A
es acotado, si existe x € X y M > 0 tales que A C Bys(z); es decir, A
estd contenido en alguna bola en X.

Esta definicién es equivalente a decir que A es acotado, si existen z € X
y M > 0 tales que d(y,x) < M, para todo y € A.
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Todas las sucesiones convergentes son acotadas, es decir, si z, — x,
entonces el conjunto {z, : n € ZT} es acotado. De hecho, sea N tal que
d(z,,r) < 1 para todo n > N. Entonces, si tomamos

M = méx{d(z,z;),d(x,z2),...,d(z,xN),1},
entonces es obvio que d(z,,x) < M para todo n, por lo que

{, :n €ZT} C By ().

Ahora bien, si A no es acotado, podemos construir una sucesion en A
que no tiene ninguna subsucesién convergente. Para ésto, haremos uso de la
siguiente proposicion.

Proposicién 2.10. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X, y asumimos que
A no es acotado. Entonces, para todos M >0, n € Z' y x1,x9,...,Ty, € X,

BM(ZL‘l) UBM(ZL‘Q) U...uU BM(JIn) D A.

Demostracion. Demostraremos la contrapositiva de la proposicién. Supon-
gamos que A C Bys(z1) U By(x2) U ... U By(xy,). Entonces, para = € A,
existe ¢ tal © € Bys(x;). Si tomamos

R= méx d(z;,x0)+ M,

i=2,...,m
entonces
d(x,z1) < d(z,z;) + d(x;, 1) < M,
y por lo tanto A C Bgr(x1). O

Figura 2. Si A no es acotado, entonces no puede ser cubierto por un
ndmero finito de bolas de radio M.

Con esta proposicion a la mano podemos construir la siguiente sucesion
en A: escojase x1 € A (es claro que A # (), ya que no es acotado) y, habiendo
escogido 1, T, . . ., Ty, escogemos Tp41 € A\ (Bi(z1)UB1(z2)U. . .UB(zy)).
Es claro que (x,) no puede tener ninguna subsucesién convergente, ya que
d(Zpm, ) > 1 para todos m y n, por lo que cualquiera dos puntos x,, Z,, no
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pueden estar a distancia menor que, digamos, 1/2 de algiin punto en comun
(ejercicio 2).

Estas observaciones permiten concluir que A tiene que ser cerrado y
acotado para ser secuencialmente compacto. Sin embargo, estas condiciones
estan lejos de ser suficientes, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.11. Considere (R,d4) donde d4 es la métrica acotada:
|z — |
1+ |z —y|
Entonces R es cerrado (en si mismo) y acotado, ya que da(z,y) < 1 para

todo x ero la sucesion z,, = n no tiene ninguna subsucesion convergente
) ) n )
ya que, para cualquier m y n, m # n,

dA(xvy) =

_|m—n)| 1
14+ |m—n] 2’
donde hemos utilizado el hecho que la funcién r — {1 es creciente para

r > 0. Como en la construccién anterior, x,, y x, no pueden estar a distancia
menor que 1/4 de algin nidmero en comun.

dA(.Tm, xn)

2. Sucesiones de Cauchy y completitud

Hasta ahora, la inica manera que tenemos para concluir que una suce-
sién converge es verificando la definicién de convergencia directamente. Esto
es, debemos conocer el limite a priori. Sin embargo, como lo hemos hecho en
ocasiones anteriores, podemos concluir que una sucesién no converge (o in-
cluso que no tiene subsucesiones convergentes), si los términos de la sucesién
no se acercan entre si. Esta es una condicién necesaria para convergencia, y
es llamada la condicién de Cauchy. Sin embargo, sélo en ciertos espacios esta
condicién es suficiente, y dichos espacios son llamados completos. En esta
seccion haremos precisas las ideas de convergencia de Cauchy y completitud
en un espacio métrico.

Definicién 2.12. Sea (z,,) una sucesién en un espacio métrico (X, d). Deci-
mos que (x,) es una sucesion de Cauchy (o satisface la condicion de Cauchy)
si, para cada ¢ > 0, existe un N € Z™* tal que, si m,n > N, entonces
(T, xy) < €.

La siguiente proposicion explora distintas relaciones entre convergencia,

sucesiones de Cauchy y sucesiones acotadas.

Proposicién 2.13. Sea (X,d) un espacio métrico y (r,) una sucesion en
X.

Si (xy,) converge, entonces (x,,) es una sucesion de Cauchy.

2. Si(zy) es una sucesion de Cauchy, entonces es acotada.
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3. Si (zy) es una sucesion de Cauchy y alguna subsucesion de (x,,)
converge a x, entonces T, — T.

Demostracién. 1. Supongamos que x,, — x. Dado € > 0, existe NV
tal que si n > N entonces d(x,,x) < £/2. Entonces, si m,n > N,

A@ms ) < d@m, @) + d(w,70) < 5 + 5.

2. Sea N tal que si m,n > N entonces d(x,,z,) < 1. Si tomamos
M = méx{d(z1,zn),d(x2,2N),. .., d(xn,xN-1),1},

entonces, para todo n, d(x,,zy) < M. Por lo tanto, (z,) estd en
BM(.CEN)

3. Supongamos que z,, — x. Entonces, dado ¢ > 0, existe K tal que,
si k> K, d(zp,,x) < e/2. Como (z,) es de Cauchy, existe Ny tal
que, sim,n > Ny, d(Zm, Tn) < /2. Sitomamos N = méx{ng, N1},
entonces n > N implica

d(mn’x) S d(xnaxn;{) + d(ﬂan,$> < % + 5 = £.

g

El primer inciso de la proposicién anterior establece que ser una sucesién
de Cauchy es una condicion necesaria para que una sucesion sea convergente;
pero esta condicién no es suficiente en todo espacio métrico, como lo muestra
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.14. Considere el subespacio Q de R, es decir, d(r,s) = |r — s
para cualquiera r, s € Q. Considere la sucesion

L = 1,’)”2 = 1,4,7’3 = 1,41,’/“4 = 1,414, e

En R, dicha sucesién convergeria a v/2, y por lo tanto es de Cauchy en R.
Obviamente también es de Cauchy en Q. Sin embargo, v2 ¢ Q, por lo que
(rn) no converge en Q, por unicidad del limite.

Definicién 2.15. El espacio métrico (X, d) es completo, si toda sucesién de
Cauchy converge.

El ejemplo 2.14 implica que el espacio () no es completo.

Ejemplo 2.16. R es completo. Este hecho se sigue del llamado axioma de
completitud de los ntimeros reales:

Sea S # () un subconjunto de R acotado por arriba. Entonces S
tiene un supremo.
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La demostracion del hecho de que toda sucesién de Cauchy en R converge a
partir de este axioma es bosquejada en el ejercicio 4, y los detalles se dejan
al lector.

Ejemplo 2.17. R! es completo. Esto se sigue de la completitud de los reales:
Supongamos que x, = (z&,22,...,2!) es una sucesién de Cauchy en R’.
Entonces es facil ver que cada (z}) es una sucesiéon de Cauchy en R y, por

lo tanto, converge. Si x}, — ', para cada i, entonces

(zl, 22, . 2b)) = (2t 22, ... 2h).

Ejemplo 2.18. Un espacio métrico discreto es completo. De hecho, toda
sucesion de Cauchy en un espacio discreto es eventualmente constante, y
por lo tanto converge. En particular, un espacio finito es completo.

Ejemplo 2.19. Si (X,d) es completo y E es cerrado en X, entonces el
subespacio (E, d|gxg) es completo: si (x,,) es una sucesién de Cauchy en E,
entonces también es una sucesion de Cauchy en X, y como X es completo,
converge, digamos a x. Pero E es cerrado, por lo que x € E. Entonces
T, — xen k.

El espacio C([0,1]) es completo. Estableceremos este enunciado como
teorema.

Teorema 2.20. El espacio métrico C([0,1]) es completo.

Demostracién. Recordemos que C([0,1]) es el espacio métrico de todas
las funciones f : [0,1] — R, continuas, cuya métrica estd dada por
d(f,g) = sup |f(z)—g(z)|.
z€[0,1]
Notemos que esta métrica es inducida por la norma
1 flloe = sup | f(x)].

z€(0,1]
Sea (f,,) una sucesién de Cauchy; es decir, para todo e > 0, existeun N € Z+
tal que, si m,n > N, entonces |f,(z) — fm(z)| < €, para todo =z € [0,1].
Nétese que N no depende de x. Ahora bien, si tomamos = € [0, 1], la sucesién
dada por z, = f,(x) es una sucesiéon de Cauchy en R, por lo que, como R
es completo, converge, digamos a L(z). Entonces L define una funcién en
[0, 1], dada por

L(z) = lim f,(z).
n—oo

Esto significa que, para cada x € [0,1] y € > 0, existe un N, (que depende
de x) tal que, si n > N,, entonces |f,(x) — L(x)| < . Decimos entonces que
(fn) converge punto por punto a L. Demostraremos que de hecho f, — L
en C([0,1]), es decir, (fn) converge uniformemente a L € C([0,1]). Esto lo
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haremos en dos pasos:
Paso 1: Para todo € > 0, existe un N tal que, si n > N, entonces

|fn(z) — L(x)| <&, paratodo z € [0, 1];

es decir, N no depende de z.
Paso 2: L es continua en cada punto x € [0, 1].

Para demostrar el paso 1, sea ¢ > 0. Tomamos N (la sucesion (f;,) es
de Cauchy) tal que, si m,n > N, entonces |f,(x) — fi(z)] < /2 uniforme-
mente. Demostraremos que, de hecho, |f,(x) — L(z)| < €, para n > N,
uniformemente.

Fijamos xg € [0,1] y estimaremos la diferencia |f,(xzo) — L(zg)|, para
n > N. Ahora bien, sabemos que la sucesion (fy,(xg)) converge a L(xg), por
lo que podemos encontrar un N, tal que |fy,(zo) — L(zo)| < /2, para todo
n > Ng,. Escogemos ahora un entero ng con ng > N y ng > N;,. Entonces,
sin > N, tenemos que

[fn(z0) = L(wo)| < [fn(20) = fro(@0)| + [fng (x0) — L(z0)|

E+€_€
2 2 7

Como z( es arbitrario y N no depende de z¢, podemos concluir que, si n >
N, |fn(x)—L(x)| < &, para todo x € [0, 1]. Entonces f,, — L uniformemente.

Para demostrar el paso 2, tomamos un z € [0, 1] y demostraremos que L
es continua en xg; es decir, dado £ > 0, mostraremos que podemos encontrar
un 0 > 0 con la propiedad que |xr — z¢| < ¢ implica |L(z) — L(z)| < €.

Sea ¢ > 0. Por convergencia uniforme, podemos escoger un entero n
tal que |fn,(x) — L(z)| < £/3 para cada x € [0,1]. Ahora bien, como f,, es
continua, existe un 6 > 0 tal que, si [t —xg| < J, entonces | fr, () — fny(z0)] <
/3. Entonces, si x € [0,1] y |z — x¢| < J, tenemos

[L(z) = L(zo)| < [L(x) = fag ()| + [ fro () = fo(20)| + | o (x0) — L(o0)|
< % + % + % =e.

g

Maés adelante estudiaremos la continuidad de funciones en un espacio
métrico y, de manera similar a C([0, 1]), definiremos el espacio C(X,Y)
como el espacio de funciones continuas acotadas de X a Y. Asi como lo
hemos hecho para C([0, 1]), podemos mostrar que C(X,Y") es completo si Y’
es completo.

El siguiente teorema sera de utilidad mas adelante.

Teorema 2.21. Sea (X, d) un espacio métrico completo y E un subespacio
de X. Entonces E es completo si y solo si E es cerrado en X.
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Demostracion. Supongamos que E es completo, y sea £ € X un punto de
acumulacién de E. Entonces, existe una sucesién (z,) en E tal que z,, — x.
Como (z,,) converge en X, es una sucesion de Cauchy en X. Pero la métrica
de E es la restriccién a E de la métrica de X, por lo que entonces (z,,) es
también de Cauchy en E. Como E es completo, (z,) converge en E. Como
E es un subespacio de X, la proposicién 2.6 implica que z,, — x en E, es
decir, x € E. Por lo tanto, E es cerrado.

Supongamos ahora que E es cerrado en X, y sea (z,) una sucesién de
Cauchy en E. Como E es un subespacio de X, (z,,) es también una sucesién
de Cauchy en X y, como X es completo, entonces converge, digamos a x.
Pero entonces (z,,) es una sucesion en E que converge a z, lo cual implica
que z € E. Como E es cerrado, € F, lo cual implica que z,, — = en E.
Por lo tanto, E' es completo. U

3. Espacios vectoriales completos

En esta seccién estudiaremos la completitud de un espacio métrico (X, d),
cuando (X, || - ||) es un espacio normado y la métrica d es inducida por la
norma,; es decir, d(z,y) = ||z — y||. En este caso podemos estudiar la com-
pletitud del espacio X a través de series convergentes en X; en particular,
de series absolutamente convergentes en X.

Definicién 2.22. Sea (X, || - ||) un espacio normado. Una serie en X es la
suma

(2.1) >,

donde (x,)5% ; es una sucesién en X. Decimos que la serie (2.1) es conver-
gente (o que converge), si la sucesion (s, ), dada por

(2.2) S’I’L = Zwk”
k=1

de sumas parciales converge en X. Decimos que (2.1) es absolutamente con-
vergente (o que converge absolutamente), si la sucesién (),

(2.3) Tn = Z ||zl
k=1
converge en R.

Nétese que mientras (2.2) define una sucesién de vectores, (2.3) define
una sucesion de numeros reales nonegativos. La convergencia de cada una
de éstas no necesariamente implica la convergencia de la otra.
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Ejemplo 2.23. Considere la sucesién en R

La serie Y x, converge en R, pero no converge absolutamente, ya que la
sucesion de sumas parciales
n
>
k
k=1

crece como logn, por lo que diverge a co. Sin embargo, es conocido que si
una serie en R es absolutamente convergente, entonces converge. Esto resulta
ser equivalente a la completitud de los nimeros reales, como lo veremos a
continuacion.

Definicién 2.24. Si el espacio normado (X, || - ||) es completo, entonces
decimos que X es un espacio de Banach.

Por ejemplo, R, R! 6 C([0, 1]) son espacios de Banach. El siguiente teore-
ma caracteriza a los espacios de Banach a través de sus series absolutamente
convergentes.

Teorema 2.25. Sea (X,|| - ||) un espacio normado. Entonces X es un es-
pacio de Banach si, y solo si, toda serie en X absolutamente convergente es
convergente.

Es decir, X es completo si, y sélo si, la sucesién (2.2) converge siempre
que (2.3) converge.

Demostracion. Para demostrar este teorema supongamos primero que X
es un espacio de Banach; es decir, toda sucesiéon de Cauchy en X con-
verge. Sea entonces » | x, un serie absolutamente convergente; en otras pal-
abras, suponemos que la sucesién (D7 ||zk||) converge. Demostraremos que

(-1 xx) converge.

Para ésto, mostraremos que () ] zx) es una sucesién de Cauchy. Esto
serd suficiente ya que, por hipdtesis, X es completo. Sea e > 0. Como la suce-
sién (D7 ||xk||) converge en R, entonces es una sucesién de Cauchy. Tomem-
os entonces N tal que si n,m > N, entonces ‘Z? k!l = o7 |2kl ’ < e.
Pero esto significa, si n > m, que

|Zmarll + [lzmaall + .+ [lzal] <e.

Por lo tanto, si n,m > N y n > m, tenemos que

n m n
1D wke =Y @kl =11 ) aell < lemall + [@myall + .+ |zall <&,
1 1

m+1

por lo que la sucesién (D ] xx) es de Cauchy y, por lo tanto, converge.
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Ahora mostraremos que si toda serie absolutamente convergente es con-
vergente en X, entonces X es completo. Sea entonces (z,) un sucesién de
Cauchy. Mostraremos que esta sucesion converge. Observemos que es sufi-
ciente, por la proposicén 2.13, demostrar que alguna subsucesién de (x,,)
converge.

Primero, para cada k € Z™T, sea nj, tal que, si m,n > ny, entonces
) p ) q ) ) )
| zn — zm|| < 2~k

y, ademds, ngiq1 > ng. Tal sucesion es posible ya que (z,,) es una sucesién
de Cauchy. Definimos la sucesion

Yo = Tnys Yk = Tngyy — Tny, K=1,2,3,....

Por la construccién de las ny, es claro que ||yx|| < 27%, luego

n n
D Mgkl < lleay 14+ Y278 < lzp, || +1
k=0 k=1

y, por lo tanto, la serie > yx es absolutamente convergente. Por hipdétesis,
es convergente; es decir, para algin y € X,

n
> u—u.
k=0

N N ,
Pero > 1" Uk = Tny + D p—1(Tnyy — Tny) = Tay,,, POT lo que concluimos
que la subsucesién (x,, ) converge. O

Este teorema muestra por qué en R toda serie absolutamente conver-
gente es de hecho convergente, como es mostrado en los cursos elementales
de cdlculo. Esto es equivalente a completitud. Mas aun, este teorema nos
permite desarrollar un criterio para convergencia uniforme de series de fun-
ciones en C([0,1]), el cual es llamado el criterio M de Weierstrass.

Corolario 2.26 (Criterio M de Weierstrass). Sea (f,) una sucesion de
funciones en C([0,1]). Si existe una sucesion (M) de nimeros nonegativos
tales que |fn(z)| < M, para todo x, y la serie Y M, converge, entonces la

serie
n=1

converge absoluta y uniformemente en [0, 1].

Demostracion. Las hipotesis se pueden reescribir de la siguiente forma:

v || fnlloo < My, para todo n,

» > M, < o0; es decir, converge.
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Entonces la serie > || fn||co converge, por lo que entonces Y f,, es una serie
absolutamente convergente. Como C'([0,1]) es completo, entonces la serie
> fn converge en C([0,1]), es decir, uniformemente. O

De nuevo, el criterio M de Weierstrass se puede generalizar a los es-
pacios C(X,Y), donde Y es un espacio de Banach. En este caso, C'(X,Y")
es también un espacio de Banach. Estudiaremos estas generalizaciones mas
adelante en estas notas.

3.1. Equivalencia de normas en R!. En el ejercicio 9 del capitulo 1
definimos el concepto de normas equivalentes: Si || - ||1 v || - ||2 son normas
en X, decimos que son equivalentes si existen ¢, C' > 0 tales que, para todo
r e X,

clzlly < lzll2 < Cllz]1.

Si dos normas son equivalentes, entonces inducen métricas homeomorfas, y
por lo tanto las sucesiones convergentes respecto de una son también con-
vergentes repscto a la otra.

En el mismo ejercicio, se demuestra que las normas ||- ||z, || ||az ¥ || ||7
en R! son equivalentes. Demostraremos ahora que cualquiera dos normas en
R’ son equivalentes.

Teorema 2.27. Sean |-||1 y ||-2|| normas en RL. Entonces son equivalentes.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que, por ejem-
plo, || - ||1 es la métrica del taxi:

z|le = |z + ... + |z

Sea entonces || - || cualquier norma en R!. Entonces, para z € R/,
lzl] = llzrer + ... + me|| < x| - [les]] +... 4 || - [led]]
por las propiedades de norma, donde {eq,...,€;} es la base estdndar de R’
Si tomamos
M = méx{|leil,. .., |le]l},
entonces
lzl] < Mz1| + ... Ml = M||x]];.
Para la inversa, demostraremos que, para cada ¢ = 1,...,[, existe ¢; > 0

tal que |z;| < ¢;||z]|, para todo = € R!. De esa forma obtendremos que
lelle = o1 + -+ ol < (1 + .+ ezl

Esto lo demostraremos por induccion en [, la dimension del espacio. El caso
[ =1 es trivial, porque cualquier norma es, de hecho, un miltiplo del valor
absoluto (simplemente hay que notar que, para = € R, ||z|| = |z| - ||1]]).

Suponemos ahora que el caso [ — 1 es cierto, y demostraremos el caso [.
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Por contradiccién, y sin pérdida de generalidad, suponemos que, para
cada n, existe un 2" € R! tal que 27| > n - [|z"]|. Si tomamos!

n n n
n __ _ Lo o
Yy =— —e1+—ne2—l—...+—nel,
1 Ty 1
entonces y — 0 con respecto a || - ||, ya que
1 1
ni| _ n
y"|| = =7l < —
|27 n
Sea z"" = y"™ — eq. Luego, 2" — —ej. Pero 2" se encuentra en el espacio gen-
erado por {es, ..., e}, lamémoslo V, isomorfo a R~!. Como la restriccién
de || - || a V induce una norma en R‘=! (a través del isomorfismo?), nuestra
hipdtesis de induccién implica que existen constantes cq,...,c_1 > 0 tales
que
(24) |zi|§c7;||zle2—|—...zl_1el||, 21,000,211 €Re=1,...,0— 1.

Entonces, como (2") converge, es una sucesion de Cauchy, y (2.4) implica
que cada
ap = —, 1=2,...,1—1,
3
es de Cauchy en R, y por lo tanto converge, digamos, a a;. Entonces, la
desigualdad del tridangulo implica que z™ converge a

ases + ...+ aje;.

Por unicidad de limites, —e; = ases + ...+ a;€e;, lo cual contradice el hecho
de que {eq,...,e;} es una base. Esto termina la demostracién del teorema
con las constantes

1
c= y C=M
c1+...+¢q
g
Podemos generalizar este resultado a otros espacios vectoriales.
Teorema 2.28. Sean (X, || ||x) v (Y,||-|ly) dos espacios vectoriales de di-

mension finita, tales que dim X = dimY’, y sea ¢ : X — Y un isomorfismo.
Entonces, existen constantes c,C' > 0 tales que

dlzllx < llo(@)lly < Clzllx

para todo x € X.

lEstamos escribiendo el indice n de la sucesién como superindice, para no confundir con la
coordenada.
254 ¢V — RI=1 es un isomorphismo, la norma inducida estd dada por

llzllg = ll¢™ =]|-
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En el teorema estd implicito que suponemos que X y Y son espacios
vectoriales sobre el mismo campo, ya sea R o C. Supondremos de hecho
que el campo base es R, para hacer uso del teorema 2.27. Sin embargo, la
demostracién de un teorema andlogo al teorema 2.27 para C! se sigue de
manera similar, por lo que extender estos resultados al caso complejo es
facil.

Demostracién. Sea | = dim X y 1 : R® — X un isomorfismo. Definimos

entonces las normas || - ||1 y || - ||2 en R! por
|zl = [l ()] x,
|zll2 = l|¢ o ()|ly-

Por el teorema 2.27, existen constantes ¢, C' > 0 tales que
cllzlly < flzll2 < Cllzl]2
para todo z € R!. Entonces, para z € X,

cllzllx = cllv™ @)l < W7 (@)]l2 = lp o v (™ (@))lly = [lo(@)lly,

lo(@)lly = ll¢ 0w~ @)y = ™ (@)ll2 < Cllv™ (@)l = Cllz]|x-
O

Si en el teorema 2.28 X = Y, y tomamos el isomorfismo ¢ como la
identidad, tenemos entonces el siguiente corolario.

Corolario 2.29. 5i X es un espacio vectorial sobre R de dimension finita,
entonces cualesquiera dos normas en X son equivalentes.

La completitud de R (ejemplo 2.17) y el teorema 2.28 implican el si-
guiente resultado.

Corolario 2.30. Si (X, || -||) es un espacio normado de dimension finita,
entonces es un espacto de Banach.

Demostracién. Sea (x,) una sucesiéon de Cauchy en X, y demostraremos
que converge. Si dim X = [, tomamos entonces un isomorphismo ¢ : X — R/,
y definimos ¥, = ¢(z,,). (y») es entonces una sucesiéon en R,

Por el teorema 2.28, existen constantes ¢, C' > 0 tales que
cllz]] < ll¢(z)l[e < Cllz|]

para todo z € X, donde |- || es la norma euclideana en R!. Entonces, para
todo m, n,

ym = ynlle = llo(@m — 2n)lle < Cllem — znll;
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lo cual implica que (y,) es también de Cauchy. Como R’ es completo, (y,)
converge, digamos ¥y, — y. Sea x = ¢~ *(y). Como
1
Hxn - 37” < EHyn - yHE7
Ty — T. O
Corolario 2.31. Sea X un espacio de Banach y'Y un subespacio de dimen-

sion finita. Entonces Y es cerrado en X.

Demostracion. Como Y es un espacio normado de dimensién finita, es
entonces completo, por el corolario 2.30. Por el teorema 2.21, Y es cerrado
en X. U

4. Convergencia de series

En la seccién anterior estudiamos la convergencia absoluta de una serie
en un espacio normado y vimos la relacién entre dicha convergencia y la
completitud del espacio. En esta seccion, sin embargo, estudiaremos la con-
vergencia de una serie que no necesariamente converge de manera absoluta.

El resultado més importante en esta area es el siguiente teorema, debido
a Dirichlet. Antes, definiremos una sucesion monoétona.

Definicién 2.32. Decimos que una sucesion (a,) en R es mondtona cre-
ciente (o mondtona decreciente) si, para cada n, ani11 > an (6 ant1 < ay).
Si una sucesién es mondtona creciente o mondétona decreciente, diremos sim-
plemente que es mondtona.

Teorema 2.33 (Dirichlet). Sea (X, || - ||) un espacio de Banach, (A,) una
sucesion en R y (x,) una sucesion en X tales que

1. A, >0 para todo n;
2. A\p es mondtona y A\, — 0; y

3. La sucesion de sumas parciales de (),

n
Sp = § T,
k=1
es acotada en X.

Entonces la serie Y > | \p&y, converge.

Demostracién. Demostraremos que la sucesion

n
Un = ATk
k=1

es de Cauchy en X. Como X es completo, esto demostrard que converge.
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Para esto, sean n > m y escribimos

n

Z AkT) = Z k(8K — Sk—1)

k=m-+1 k=m-+1
Z AkSk — Z AkSk—1 = Z AkSk — Z Ak+15k
k=m+1 k=m+1 k=m+1
n—1
= AnSn + Z ()\k - )\k—l—l)sk — Am+15m.
k=m+1

Como (sy,) es acotada, existe M > 0 tal que ||s,|| < M para todo n. Como
(M) es monénotona y converge a 0, A\, > A1 para todo k. Sea e > 0. Como
An — 0, existe N tal que, sin > N, A\, <&/2M. Entonces, sin >m > N,

n—1
ym = Ymll < Anllsnll + D Ok = Mg llskl] + Amga |lsm]]
k=m-+1
n—1
SAM A+ D> (A= Mer1)M + Apa M
k=m+1

=AM + Ams1 — A)M + Ayt M = 2\ M < €.
O

Ejemplo 2.34 (Series alternantes). Si a,, > 0 tal que (a,) es mondétona y
converge a 0, entonces decimos que la serie Y (—1)"a,, es alternante. Pode-
mos aplicar el teorema de Dirichlet para conluir que dichas series son con-
vergentes en R, tomando A\, = a, y x, = (—1)™.

Ejemplo 2.35. Para a € R, consideremos la serie

(25) Z SeIlTLOé.

n

n=1
Supongamos que o # 2rk, con k € Z.3 Si tomamos x,, = sennc, tenemos
entonces que

n n . i
Zxk: l (eika_e—ika) _ i(eial—e“‘la _e—ial_e ZT-Loz>
2 21 1—e@ 1 —e@
= k=1
sen v + sen na — sen(n + 1)«
2(1 — cos @) ’

1
la cual es acotada. Como — es mondtona y converge a cero, entonces la serie
n

(2.5) converge.

3En tal caso la serie serfa idénticamente cero.
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5. La completitud de un espacio métrico

A todo espacio métrico (X, d), no necesariamente completo, se le puede
asignar un espacio métrico completo (X ,CZ), llamado la completitud de X.
Considere la coleccién X de todas las sucesiones de Cauchy en (X, d). Defi-
nimos la siguiente relaciéon de equivalencia:

(xn) ~ (yn) & lim d(zp,yn) = 0.
n—oo

A la clase de equivalencia de (z,) la denotaremos por [z,]. La clase denotada
por [x] corresponderd a la clase que contiene a la sucesién constante z,, = x
(ésta es, trivialmente, una sucesiéon de Cauchy).

Es facil ver que, si z,, — x, entonces [z,]| = [z].

Lema 2.36. Si (z,) y (yn) son dos sucesiones de Cauchy en X, entonces
la sucesion (d(xn,yn)) converge en R.

Demostraciéon. Demostraremos que la sucesién (d(wn,yn)) es de Cauchy.
Primero, por la desigualdad del tridangulo, para todo m,n,

d(xna yn) < d(xm xm) + d(l‘ma ym) + d(yma yn)v
d(wm, ym) < d(fEma wn) + d(l‘ny yn) + d(ym ym)a

lo cual implica que

|d(@n, Yn) — Ad(@Tm, Ym)| < d(@n, Tm) + A(Yn), Ym)-

Como () y (yn) son de Cauchy, para cada e > 0 existe N tal que n,m > N
implica que d(zn,zm) < €/2 y d(Yn,ym) < €/2. Entonces, para n,m > N,
tenemos

|d(xn7 yn) - d(xmv ym)’ < d(xna xm) + d(yna ym) < 6/2 + 6/2 =&
Entonces (d(xn, yn)) es de Cauchy en R, y por lo tanto converge. 0

Sea X el conjunto de clases de equivalencia bajo la relacion ~. Definimos
la funcién d en X x X como

(26) ()], () = 10 d(n, ).

Teorema 2.37. La funcion El_: X x X — [0,00) dada por (2.6) define una
métrica en X. Ademds, (X,d) es completo.

Demostracién. Primero observemos que d esta bien definida. Esto es, si
() ~ (un) v (yn) ~ (vn), entonces limd(zy,,y,) = limd(u,,v,). Este
enunciado se sigue de la desigualdad

|d(2n, yn) — d(Un, V)| < d(Zn, Un) + d(Yn, vn)
y el hecho de que d(z,,u,) y d(yn,vn) convergen a 0.
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Ahora verificamos que la funcién d satisface las propiedades de una
métrica:
1. d([zn], [yn]) = 0 siy sélo si limd(z,,,y,) = 0 si y sélo si z,, ~ yy, si
y s6lo si [x,] = [yn].
2. d([za] [yn]) = lmd(zn, yn) = lm d(yn, z,) = d([yn], [z4]).

J([mn], [yn]) = limd(zy, yn) < Wm(d(z,, 2,) + d(zn, Yn))
= limd(xy, z,) + limd(z,, yn)

= d([zn], [2a]) + d([zn], [yn])-

Sea [z¥];, una sucesién de Cauchy en (X, d). Entonces, existe un entero
K tal que si k,1 > K entonces d([z*]y, [z}];) < 1/2. Por la definicién de d,
para cada [ > K existe un entero N(1,1), el cual escogemos de tal forma
que N(1,1) > N(1,1 — 1), tal que n > N(1,1) implica d(zX1,2L) < 1/2.

Inductivamente, escogemos enteros K, y N(p,l), | > K,, de la manera
siguiente: Una vez escogidos Kp—1 y N(p—1,1), | > K1, escogemos K, >
K, tal que k,l > K, implica d([z¥], [z]];) < 1/(2p), v, para cada | > K,
escogemos N (p,1) de tal forma que

= n > N(p,1) implica d(a:,{fp, ) <1/(2p); y
= n,m > N(p,l) implica d(z!,, 2! ) < 1/(2p).
Tomamos entonces la sucesion y,, = xlz\i’(ln Kn)'

La sucesion y,, es de Cauchy en X: Si m > n, tenemos que

d(xJKV(n Kn)’ mg(m Ko)) < d(f”N(n Kn)’ x%(m Ko)) T d(xN(m Kom)’ f”ﬁ(m K))
1 1 1

<— 4 —=-,
2n+2n n

ya que N(m, K,,) > N(n, K,).

La sucesion [zF] converge a [y,) en X: Si k > K, y n > N(p,k),
tenemos que

d(xlf“yn) = d(scﬁ,xf\([?n Kn))
< d(xﬁ,:z:n )+ d(xn ,x];’(’pK ))
+ d(:cK" g )+ d(as pKn )
N(p,Kp)’ " N(n,Kn) N(n,Kn)' " N(n,Kn)

<1+1+1+1_2
20 2p 2p 2p p’
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porque N(p,k) > N(p,K,) > py N(n,K,) > N(p,K}). Por lo tanto,
d([zF)k, [yn]) < 2/p para k > K, y concluimos que d([z¥]x, [yn]) — 0 cuando
k — oo. 0

Si identificamos cada elemento de # € X con [r] en X, tenemos una
inyeccién j : X — X tal que d(j(x),j(y)) = d(x,y), es decir, que preserva
la métrica. Tales funciones son llamadas isometrias. Si identificamos X con
§(X) C X, entonces podemos decir que X es un subespacio de algiin espacio
meétrico completo.

Si X es completo, entonces toda clase de equivalencia en X es igual
a [z] para algin z € X, ya que toda sucesién de Cauchy en X converge.
Por lo tanto, la isomatria j : X — X es biyectiva, y su inversa también es
una isometria. Entonces, (X,d) y (X, d) no sélo son homeomorfos, sino que
también decimos que son isométricos.

Si (X,d|xxx) es un subespacio del espacio completo (Y,d), entonces
podemos indentificar a X con algtiin subespacio £ de Y y (X, d) es isométrico
a (E,d|gxp). De hecho, E es la cerradura de X en Y. Podemos generalizar

este resultado de la siguiente manera.

Teorema 2.38. Sea j : X — Y wuna isometria donde (Y,d') es un espacio

completo. Entonces existe una isometria ¢ : X — 'Y tal que ¢(X) = j(X).

Demostracién. Si (x,) es una sucesién de Cauchy en X, entonces (j(z,,))
es una suceséon de Cauchy en Y y, como Y es completo, converge. Dada
[z,] € X, definiremos entonces ¢ como

$(loa]) = lim j(z).
Para verificar que ¢ estd bien definida, observemos que si [x,] = [y,], en-
tonces d(xy,yn) — 0, y por lo tanto lim j(z,) = lim j(y,)-

Para demostrar que ¢ es una isometria, tenemos que mostrar que

d([n); [yn]) = d'(im j(2,), Hm 5 (yy)).
Pero
d([zn], [yn]) = Mmd(zy, yn) = Hmd' (j(zn), j(yn)),

por lo que, si j(z,) — 'y j(yn) — y en Y, el resultado se sigue de la
desigualdad

|d'(§(xn), j(yn)) — d'(z, )| < d'(j(zn),2) +d'(j(yn), ).
O
En términos menos precisos, X es el “menor espacio métrico completo

que contiene a X”. El siguiente corolario se sigue de manera inmediata del
teorema 2.38.
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Corolario 2.39. Sea X un espacio métrico y X su completitud. Entonces,
para cada x € X existe una sucesion x, en X tal que x,, — x en X.

En este corolario, de hecho, estamos identificando a X como subespacio
de X.

Ejercicios

1. Sea (X,d) un espacio métrico, z € X y (z,) en X tal que, para cada n,
Ty € Byp(x). Muestre que z,, — x. Utilice este hecho para mostrar la
veracidad de los siguientes enunciados:

] %—>O,enR.
2n

» S5 — 2 en R.
= Sia,b,c,d> 0, entonces

an+b a
— —.

cn+d c
2. Sea (z,) una sucesién en el espacio métrico (X,d) tal que, para todo
N > 0, existen n,m > N con d(x,, xm,) > €9 > 0. Muestre que (x,,) no

tiene ninguna subsucesién convergente.

3. Sea (X, d) un espacio métrico completo y E C X. Muestre que el subes-
pacio (E,d|gxg) es completo si, y sélo si, E es cerrado.

4. En este ejercicio mostraremos la completitud de R a partir del axioma

* Sea S # () un subconjunto de R acotado por arriba. Entonces S
tiene un supremo, es decir, una minima cota superior.

Siga los siguientes pasos:

» Muestre que el axioma (*) es equivalente al siguiente enunciado:
Sea S # () un subconjunto de R acotado por debajo. Entonces S
tiene un infimo, es decir, una maxima cota inferior.

s Muestre que toda sucesion en R tiene una subsucesion mondtona.

» Utilice el axioma (*) y el inciso anterior para mostrar que una
sucesiéon monotona acotada converge en R.

» Concluya que toda sucesién de Cauchy converge en R.

5. Suponga que los espacios métricos (X, d) y (X, d’) son homeomorfos (es
decir, U C X es abierto en (X,d) si, y sélo si, es abierto en (X,d")).
Muestre que (X, d) y (X,d’) tienen las mismas sucesiones convergentes;
es decir, (x,) converge en (X, d) si, y sélo si, converge en (X, d"). Esto
quiere decir que convergencia es una propiedad topoldgica.

6. Sin embargo, muestre que completitud no es una propiedad topolégica;

es decir, de un ejemplo de un espacio X con métricas d y d’ tales que
(X,d) y (X,d") son homeomorfos, pero uno es completo y otro no.
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10.

Sin embargo, si (X, || |]) y (X,]| - |I') son homeomorfos, muestre que
(X, || - |) es completo siy sélo si (X, || -||') lo es.

Sea (X,|| - ||) un espacio normado y considere la completitud (X,d)
de (X,|| - ||), construida en la seccién 5. Muestre que X es un espacio
vectorial con las operaciones

[n] + [yn] = [2n + ynl, Alzn] = [Azn),
y que se puede normar con
[1[zn]ll" = lm |||
Verifique que || - || induce la métrica d y, por lo tanto, (X, || -||") es un

espacio de Banach.

Dada una serie Y > | p, un reordenamiento de Y x,, es la serie

Z Lo(n)s
n=1

donde ¢ : ZT — ZT es una biyeccién. Suponga que la serie Y a,, con-
verge a ag en R, pero que no es absolutamente convergente. Muestre
que, para todo x € R, existe un reordenamiento a4,y de »_a, tal
que ) ag(y) converge a .

Sea >z, una serie en un espacio de Banach que converge absoluta-
mente, y digamos converge a x. Muestre que todos los reordenamientos
de > x, convergen a z. (Sugerencia: Si ¢ : Z+ — ZT es una biyeccién,
entonces ) ||zl = X [|zall.)






Capitulo 3

Espacios compactos

1. Cubiertas

En este capitulo estudiaremos el concepto de compacidad en un espacio
métrico.

Definicién 3.1. Sea (X,d) un espacio métrico y A C X. Una cubierta de
A es una familia {U,} de conjuntos abiertos en X tales que

AcJu..

Es decir, la coleccién {U,} de conjuntos abiertos cubre al conjunto A.

Ejemplo 3.2. Sea x € X. Entonces, por las observaciones hechas después
de la definicién de bola abierta, tenemos que

X c |JB.(),

por lo que {B:(z)}e>0 es una cubierta de X.

Ejemplo 3.3. Considere el intervalo (0, 1), como subespacio de R. Entonces
la colecciéon {U,}, con U, = (1/n,1), n =1,2,..., es una cubierta de (0,1):
Para cualquier z € (0, 1), existe N tal que

! <
- X
N 9

por lo que
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De hecho, .
(0,1) nL>J1 (n 1).
Ejemplo 3.4. La coleccién de intervalos abiertos {(n —1,n 4 1)},¢z forma
una cubierta para R: Dado = € R, existe un entero N tal que
N<z<N+1.
(Esto es llamado la propiedad Arquimideana de R). Entonces
re(N—-1,N+1).
De nuevo, es facil ver que

R = U(n—l,n+1).
nez

Si {U,} es una cubierta de A, una subcubierta es un subconjunto de
{Ua}, digamos S = {Uq, }, tal que

Ac| U,
8

Si S es un conjunto finito, digamos S = {Uq,,Uay, - - ., Ua, }, entonces deci-
mos que S es una subcubierta finita.

Ejemplo 3.5. Si {B.,(x)}%_; es un subconjunto finito de {B.(z)}c>0, en-
tonces

UB&(:E) = BM(x)v

donde M = méx{ey,e9,...,er}. Entonces la cubierta { B-(z)}.>0 de X tiene
subcubiertas finitas si, y sé6lo si, X es acotado.

Ejemplo 3.6. Consideremos A = (0,1) y la cubierta {(1/n,1)}>° . Esta
cubierta no tiene subcubiertas finitas, ya que

(%,1>u<%,1>u...u<nik,1> - (%1)

1 1
donde N = méx{ni,na,...,n;} vy, ademas, N > 0, por lo que (N’ 1) no
cubre a A.

Ejemplo 3.7. La cubierta {(n — 1,n + 1) },ecz de R no tiene subcubiertas
propias ya que, si S CZ y ng € Z\ S, entonces

no & U(n—l,n+1).

nes
Esto se debe a que, sin € Z y n # ng, entonces

noé (n—1,n+1)



2. Compacidad 45

porque ng <n—146ng>n+ 1.

2. Compacidad

En esta seccién definimos un espacio compacto y demostramos sus pro-
piedades mas elementales.

Definicion 3.8. Un subconjunto F' del espacio métrico X es compacto, si
toda cubierta de F' tiene una subcubierta finita.

Ejemplo 3.9. El conjunto vacio () es compacto. porque () C A, para cual-
quier conjunto A.

Ejemplo 3.10. Un conjunto finito es compacto. Para ver ésto, considere
una cubierta {U,} del conjunto A = {z1,22,...,2}. Como A C |, Ua,
cada z; € U,, para algin «; y, por lo tanto,

k
Ac U,
i=1
Ejemplo 3.11. El conjunto (0, 1) no es compacto en R porque, como vimos
anteriormente, la cubierta {(1/n,1)} no tiene subcubiertas finitas.

Ejemplo 3.12. R no es compacto ya que la cubierta {(n —1,n+1)},cz no
tiene subcubiertas finitas (ejemplo 3.7).

Ejemplo 3.13. Si el espacio métrico X es compacto, entonces es acotado,
por el ejemplo 3.5.

En las secciones posteriores clasificaremos los subconjuntos compactos
de espacios métricos a través de sus sucesiones. De hecho, mostraremos que
un conjunto es compacto si, y solo si, es secuencialmente compacto, es decir,
todas sus sucesiones tienen subsucesiones convergentes. Este es el teorema
de Bolzano-Weierstrass, que demostraremos mas adelante. Antes, haremos
algunas observaciones.

Recordemos que si (X,d) es un espacio métrico y Y C X, Y se puede
metrizar a través de la restriccion ded a 'Y x Y, y al espacio (Y, d|y xy ) lo lla-
mamos un subespacio de X. Los conjuntos abiertos de Y no necesariemente
son abiertos en X. Como ya lo hemos discutido, son aquéllos que son in-
tersecciones de conjuntos abiertos en X con Y y, de manera similar, los
conjuntos cerrados en Y son intersecciones de conjuntos cerrados en X con
Y. Sin embargo, la compacidad si se conserva, como lo establece el siguiente
teorema.

Teorema 3.14. Si Y es un subespacio de X, entonces A C'Y es compacto
enY si, y solo si, es compacto en X.
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Demostracion. Supongamos que A C Y es compacto en Y. Entonces cual-
quier cubierta de A, en Y, tiene una subcubierta finita. Sea {U,} una cu-
bierta de A en X, es decir, los conjuntos U, son abiertos en X. Ahora bien,
como A C Y, los conjuntos V, = U, NY forman una cubierta de A en Y,
ya que cada V, es abiertoen Y y

A=AnY c|JU.nY = JVa.

Como A es compacto en Y, {V,} tiene una subcubierta finita, digamos
{VaisVag, -+, Vi, }- Por lo tanto {Uy, , Uy, - . . , Uq, } €s una subcubierta fini-
ta de A en X.

Para la inversa, supongamos que A C Y y que A es compacto en X. Sea

{Uqs} una cubierta de A en Y (es decir, los U, son abiertos en Y). Entonces,
para cada «, existe un abierto V, en X tal que

Uso=YNV,.

Como A C |, Ua, entonces
Ac|Jva.

Asi que {V,,} es una cubierta de A en X. Como A es compacto en X, existe
una subcubierta finita, digamos

Vars -5 Va, b
Entonces
{Uays---,Ua}
es una subcubierta finita de A en Y, y por lo tanto es compacto en Y. [

Este teorema nos permite entonces estudiar la compacidad de X, sin im-
portar si este espacio es subespacio de algin otro espacio métrico. También
nos sugiere usar la expresion “subespacio compacto” para referirnos a los
subconjuntos compactos de un espacio.

Proposiciéon 3.15. Sea X un espacio compacto, y E C X un subconjunto
cerrado. Entonces E es compacto.

Demostracién. Sea {U,} una cubierta de E. Como F es cerrado, entonces
X \ E es abierto, por lo que entonces {X \ E} U {U,} es una cubierta de
X. Como X es compacto, esta cubierta tiene una subcubierta finita, que
a su vez induce una subcubierta finita de {U,} para E, prescindiendo de

X\ E. O

Esta proposicién nos indica que todos los subconjuntos cerrados de un
espacio compacto son compactos. Sin embargo, esto no es cierto en general.
Por ejemplo, si X no es compacto, entonces, como X es cerrado en si mismo,
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X es un subconjunto cerrado que no es compacto. Sin embargo, el ser cerrado
es una condicion necesaria, como lo veremos a continuacion.

Proposicién 3.16. Sea (X,d) un espacio métrico y F un subespacio com-
pacto. Entonces F' es cerrado en X.

Demostracién. Si F' no fuese cerrado, entonces tendria un punto de acu-
mulacion no contenido en si mismo, digamos z. Demostraremos que ésto
implica que F' no es compacto.

Sea By /,(x) la bola cerrada de radio 1/n con centro en 2. Como By /y,(x)

es cerrado, entonces U, = X \ By, () es abierto. {Uy} es una cubierta de
F', ya que

UUn =X\ Bin@)) = X\ Biyule) = X \ {2} 5 F

porque z no estd en F. Ahora bien, si {U,,,Up,,...,Uy,} es un subconjunto
finito de {U, }, entonces

Up, UUp, U...UU,, = X\ Byy(x),

donde
N = méax{ny,...,nx}.

Sin embargo, tal unién no contiene a F' porque x es un punto de acumulacion
y, por lo tanto, FNBy /n(x) # (). Entonces {U, } no tiene subcubiertas finitas,
por lo que F' no es compacto. Il

Ahora bien, hemos visto que, si X es compacto, entonces tiene que ser
acotado. Mas aun, X tiene que ser totalmente acotado.

Definicién 3.17. Sea (X, d) un espacio métrico. X es totalmente acotado
si, para cada € > 0, existen x1,x9,...,x, tales que

X C Bo(z1) U Be(z2) U ... U Be(xy).

Es decir, para cada £ > 0, X puede ser cubierto por un ntmero infinito
bolas de radio €.

Si X es compacto y € > 0, entonces la coleccién {B:(z)}zex es una
cubierta de X, la cual tiene una subcubierta finita por compacidad. Por lo
tanto X es totalmente acotado.

Ejemplo 3.18. Hemos visto que el espacio (0, 1) no es compacto al describir
una cubierta sin subcubiertas finitas. M4s atin, (0, 1) no es cerrado en R, por
lo que la proposicién 3.16 también implica que (0, 1) no es compacto. Nétese
que 0 es un punto de acumulacién de (0,1) no contenido en él, y que ademés
(1/n,0) = (0,1) \ B1/,,(0), como en la demostracién de la proposicién 3.16.
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Ejemplo 3.19. El espacio R, con la métrica acotada, es acotado, pero no es
totalmente acotado y, por lo tanto, no es compacto. Otra manera de ver que
no es compacto es por el hecho de que la métrica estandar es equivalente a
la métrica acotada y, por lo tanto, inducen la misma topologia y tienen los
mismos subespacios compactos (ejercicio 2).

En la siguiente seccién mostraremos que otra condicién necesaria para
que un espacio métrico sea compacto es completitud. De hecho, mostraremos
también la inversa: si (X, d) es completo y totalmente acotado, entonces es
compacto.

Terminaremos esta seccion con el siguiente resultado, referente a la dis-
tancia entre un conjunto compacto y un conjunto cerrado, y que extiende la
proposicién 1.46.

Proposicién 3.20. Sea (X,d) un espacio métrico, E C X un subconjunto
cerrado en X y F C X un subespacio compacto tal que ENF = (). Entonces
la distacia entre E y F' es positiva.

Demostraciéon. La distancia entre dos conjuntos E y F' esta determinada
por

d(E,F) =inf{d(z,y) :z € E, y € F}.
Mostraremos que este niimero es positivo. Por la proposicién 1.46, para cada
r € F existe ¢, > 0 tal que B, (x) N E = . La coleccién {B,, o()}zcr
es una cubierta de F'y, como F' es compacto, tiene una subcubierta finita.
Supongamos que

F C B, ;2(x1)UBc,, ;2(x2) U...UBc, pn(wk),
y sea
r=min{ey, /2,64,/2,...,€s,/2}.
Entonces r > 0 y, ademas, si y € F', y estd en alguna de las bolas ngi s2(3),

por lo que d(y, ;) < &z,/2. Como Be, (z;)NE =0, d(z;,z) > &, para todo
x € E, y, por la desigualdad del triangulo,

d(y7x) 2 d(xlﬂx) - d(y7xl) > 811?7; - 61'1/2 - 6:131/2 Z T.
Concluimos entonces que d(E, F) > r > 0. O

3. El teorema de Bolzano-Weierstrass

Recordemos que un espacio métrico (X, d) es secuencialmente compacto
si toda sucesién en X tiene una subsucesion que converge. Esta propiedad
es equivalente a compacidad, lo cual demostramos a continuacion.

Teorema 3.21 (Bolzano-Weierstrass). Sea (X,d) un espacio métrico. Los
siguientes enunciados son equivalentes:
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1. X es compacto.

2. Si A C X es infinito, entonces A tiene al menos un punto de acu-
mulacion.

3. X es secuencialmente compacto.

La demostracion de este teorema la haremos en tres pasos:

Paso 1: 1 = 2.
Paso 2: 2 = 3.
Paso 3: 3= 1.

Demostracion del Paso 1: Supongamos que A es un subconjunto de X
que no tiene puntos de acumulacién. Demostraremos que A es finito.

Como A no tiene puntos de acumulacién, es un conjunto cerrado. Luego
U = X \ A es abierto. Adem4s, para cada = € A, existe £, > 0 tal que

Be, N A ={z}
porque z no es un punto de acumulacién de A. Sea
U, = B, (x).

Entonces la colecciéon
{U} U {Ux}xeA

es una cubierta de X y, como X es compacto, tiene una subcubierta finita,
digamos Uy, Us,...,U;. Como cada U; tiene a lo mas un solo punto de A,
podemos concluir que A tiene a lo més k puntos; es decir, A es finito. [

Demostracién del Paso 2: Sea (x,) una sucesién en X. Si (x,,) tiene ran-
go finito, entonces tiene una subsucesién convergente (ejercicio 4). Asi que
asumimos que {z,} es un conjunto infinito y, por lo tanto, tiene un punto de
acumulacién, digamos x. Ahora bien, para cada k, podemos escoger z,, tal
que ngq1 > ng y, ademds, xy,, € By(r), ya que z es un punto de acumu-
lacién de {z,}. Como d(z,, ,z) < 1/k para cada k, (z,,) es una subsucesién
de (z,) que converge a x. O

La demostracion del Paso 3 es mas dificil y la dividiremos en algunos
lemas. El primero de éstos establece la existencia del llamado ntmero de
Lebesgue, el cual describimos a continuacion.

Lema 3.22 (Lebesgue). Sea (X, d) un espacio secuencialmente compacto y
{Ua} una cubierta de X. Entonces existe § > 0 tal que, para todo z € X,
existe un « tal que Bs(x) C U,.
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Es decir, todas las bolas de radio ¢ estan contenidas en algin conjunto
de la coleccién {U, }. El nimero 6 no depende de = 6 . El supremo de todos
los § > 0 que satisfacen esta condicién es llamado el nimero de Lebesgue
de la cubierta {U,}. Este numero depende de X, de la métrica d y de la
cubierta.

Demostraciéon. Demostraremos este lema por contradiccién. Suponemos
que, para cada § > 0, existe alguna bola Bs(z) en X que no estd contenida
en ningin U,. Entonces podemos construir una sucesién (z,), en X, tal
que By /n(azn) no esta contenida en ningin U,. Como X es secuencialmente
compacto, (z,) tiene una subsucesién convergente, digamos z,, — = en X.
Como {U,} es una cubierta, x € U,, para algun «g. Pero U,, es abierto,
por lo que

B.(z) C U,,

para algin € > 0. Ahora bien, z,, — x, asi que existe un entero N, que
podemos escoger mayor que 2/¢, tal que

dzy,z) < e/2.
Sin embargo, ésto implica que

Bl/N(xN) - Uao
porque, si z € By y(2n), entonces d(z,xn) < 1/N y, por la desigualdad del
triangulo,

1
d(z,z) <d(z,zny) +d(zn,z) < N + % < %—l— g = ¢,
2 € Be(x) C Ug,.

Hemos llegado a una contradiccion y, por lo tanto, debe existir un 6 > 0 con
la propiedad deseada. ]

Al igual que los espacios compactos, los espacios secuencialmente com-
pactos son totalmente acotados.

Lema 3.23. Sea (X,d) secuencialmente compacto. Entonces (X,d) es to-
talmente acotado.

Demostracion. Supongamos que X no es totalmente acotado. Demostra-
remos entonces que X no es secuencialmente compacto.

Como X no es totalmente acotado, existe algin €9 > 0 tal que X no
puede ser cubierto por un numero finito de bolas de radio £¢. Construimos
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entonces la siguiente sucesion: Tomamos x; € X. Una vez que hayamos
tomado x1,...,x,, tomamos z,4+1 tal que

n
Zni1 € X\ [ Beo (i),
=1

Esto posible porque
X ¢ | Beola).
i=1

Es facil ver que (x,) no tiene subsucesiones convergentes, porque
d(Tpm, Tn) > €0

para todo m,n. [l

Ahora si estamos listos para terminar con la demostracién del teorema
de Bolzano-Weierstrass.

Demostracién del Paso 3: Sea {U,} una cubierta de X. Como X es se-
cuencialmente compacto, el lema de Lebesgue establece la existencia de un
0 > 0 tal que toda bola de radio § estd contenida en algin U,. Por el lema
3.23, existen x1,x9,...,x, € X tal que

X C Bs(z1) U Bs(z2) U... U Bs(zy).
Ahora bien, sea «; tal que Bs(z;) C U,,. Entonces
X CUp UUngy U...UUs,,
y, por lo tanto, {Ua,,Ua,,--.,Ua, } s una subcubierta finita de {U,}. 0O

Una de las consecuencias directas del teorema de Bolzano-Weierstrass es
el hecho que completitud es una condicién necesaria para compacidad. Esto
lo dejamos como ejercicio (ejercicio 6). El siguiente corolario caracteriza los
espacios compactos a través de completitud y la propiedad de ser totalmente
acotado.

Corolario 3.24. El espacio métrico (X,d) es compacto si, y sélo si, es
completo y totalmente acotado.

Demostracién. Ya hemos visto que, si X es compacto, entonces es com-
pleto y totalmente acotado. Asumimos entonces que X es completo y to-
talmente acotado y demostraremos que X es secuencialmente compacto. El
teorema de Bolzano-Weierstrass implica que X es compacto.

Sea (x;,) una sucesién en X y asumimos que tiene rango infinito. Ahora
bien, como X es totalmente acotado, X es cubierto por un numero finito
de bolas de radio 1. Sea B; alguna de estas bolas que contenga un nimero
infinito de términos de la sucesién (z,). A su vez, By es totalmente acotado
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y podemos entonces encontrar un bola de radio 1/2, a la cual llamamos
Bs, que contiene infinitos términos de la sucesién (z,), contenidos en Bj.
Por induccién, tenemos bolas By de radio 1/k tal que cada una contiene
un nimero infinito de términos de la sucesién (z,) contenidos en Bj_1.
Podemos entonces escoger una subsucesion (x,, ) tal que

Tn, € B, i=1,2,.. k.
Demostraremos que (x,, ) es de Cauchy y, por la completitud de X, converge.
Sea ¢ >0y K > 2/e. Por construccion, para todo k > K,
Tp, € By

y Bg es una bola de radio 1/K < ¢/2. Entonces, si k,l > K,

Tny,Tn, € Bi

I
K 'K K-°
donde yo es el centro de Bg. Por lo tanto, la subsucesién (z,,) en una

sucesion de Cauchy, como queriamos demostrar. O

d(a;nkaa:m) S d(xnk7y0) + d(y07 'CCTLI)

Corolario 3.25. Sea (X, d) un espacio métrico completo y E C X. Entonces
el subespacio (E,d|pxg) es compacto si, y sélo si, E es cerrado y totalmente
acotado en X.

Demostracion. La demostracion se sigue facilmente del teorema 2.21. [

4. Compacidad en espacios de Banach

Si X = R! con la métrica euclideana (o con cualquier métrica inducida
por una norma en IRZ)7 entonces el corolario anterior se simplifica.

Corolario 3.26 (Teorema de Heine-Borel). E C R! es compacto si, y solo
si, es cerrado y acotado.

Demostracién. Por el corolario 3.25, es suficiente con demostrar que, si
E es acotado, entonces es totalmente acotado. Esto es facil y se deja como
ejercicio al lector (ejercicio 7). U

Una de las aplicaciones del teorema de Heine-Borel es el hecho de que
todo conjunto abierto en R’ es la unién contable creciente de conjuntos
compactos. Estableceremos este hecho como una proposicién, la cual nos
sera de utilidad en el siguiente capitulo.
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Proposicién 3.27. Sea Q un conjunto abierto en R'. Entonces existe una
sucesion creciente de conjuntos compactos FY,, es decir, Fy C Fyi1, tal que

oo
Q=] F..
k=1

Ademds, todo compacto K contenido en ) estd contenido en algun F},.

Demostracion. Sea A el conjunto dado por los puntos en €2 a distancia

1/k del complemento de 2; es decir,
1
l
= . > - .
Ag {x €Q:d(xz,R\Q) > k}

Por el ejercicio 8, Ay, es cerrado en R!. Definimos entonces el conjunto
F.= AN Bk(O)

donde By (0) es la bola cerrada de radio k con centro en 0. Entonces F}, es
cerrado y acotado y, por el teorema de Heine-Borel, es compacto. Como

Ay CAgyr v Bir(0) C Brya(0),

tenemos

F, C Fk+1-
Como cada Fj, C Q, |J, Fi. C Q. Ahora bien, sea K un conjunto compacto
contenido en ). Por la proposiciéon 3.20,

r=d(K,R'\ Q) > 0.

Sean ki y ko enteros tales que

1
K C By, (0) y k—2<r.

Entonces, si kg es el maximo de los enteros k1 y k2, K C Fj,. En particular,
si K = {x}, para algin x € ), ésto también muestra que existe ko tal que
x € Fy,, por lo que Q C |, Fy. O

El teorema de Heine-Borel implica que una bola cerrada en R" es un
conjunto compacto, puesto que es cerrado y acotado. Lo mismo ocurre en
un espacio de Banach de dimension finita, por el teorema 2.28 y los ejercicios
9 del capitulo 1 y 2 de éste.

Sin embargo, el teorema de Heine-Borel no puede ser extendido a un
espacio de dimensién finita, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.28. Consideremos la bola cerrada de radio 1 con centro en 0 en
el espacio de funciones continuas en [0, 1], B1(0) C C([0,1]). La sucesién de
funciones (f)
l-nz ifo<z<i
x) = -
fnl2) {0 if L <2 <1,
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estd en B1(0) (véase la figura 1). Esta sucesién no puede tener subsucesiones

1

S~
~

Figura 1. Las funciones fy.

convergentes, ya que si tomamos 1/m <z < 1/n,y m > 2n,

fn = fmllu = | fo(@) = fin(2)| = (m —n)x >

Entonces B1(0) no es secuencialmente compacto, y por lo tanto no es com-
pacto.

m—nzl_

>

3=
N | =

m

En el siguiente capitulo estudiaremos con detalle los subconjuntos com-
pactos de C([0,1]).

De hecho, si X es un espacio de Banach en el cual las bolas cerradas son
compactas, entonces X tiene que ser de dimension finita.

Teorema 3.29. Sea X un espacio de Banach tal que la bola cerrada By (0)
es un conjunto compacto. Entonces dim X < oo.

Demostracién. Como B; (0) es compacto, entonces es totalmente acotado,
por lo que existen x1,...,x; € X tales que

B1(0) C Byja(w1) U... U By ().

Sea Y el subespacio de X generado por los puntos 1, ..., z;. Demostraremos
primero que B;(0) C Y. Para esto, tomamos x € B1(0) y construiremos una
sucesién (y,,) en Y tal que y, — x.

Primero, como B1(0) C Byp(z1) U ... U By(x), existe un i tal que
T € By, ). Tomamos y; = z;,. Entonces [ly1 — x| < 1/2, por lo que
12(y1 —2)|] < 1y 2(y1 —x) € B1(0). De nuevo, existe iy tal que 2(y; —z) €
By 2(xi,). Entonces

1
20— ) — 2]l < 5,
y luego
1 1
ly — 5 Tiz zl| < 1
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Tomamos ys = y1 — %aziz, y entonces ||ys — z|| < i Observemos que, como
Y1,Ti, €Y y Y es un subespacio de X, entonces y» € Y.

Proseguimos de manera inductiva: Una vez que hemos escogido y,, € Y
con ||yn — || < -, observamos que ||2"(y —x)|| < 1, por lo que 2" (y, — ) €

B1(0) y existe inq1 tal que 2"(y, — z) € Bya(wi,,, ). Luego

1
12%(yn — @) = zipn [l < 5
por lo que
1 1
yn — on Lint1 z|| < ontl
Escogemos entonces yn41 = Yn — ==, ., ¥, de la misma forma, vemos que

2n

1
Ynt1r €Yy [lyne1 — 2l < 5oy

Tenemos entonces que (y,,) es una sucesiéon en Y que converge a , como
queriamos demostrar, asi que B1(0) C Y. Pero Y es cerrado por el corolario
2.31, por lo que entonces B1(0) C Y. Sin embargo, también tenemos que

B.(0)CY

para todo r > 0, ya que, si z € B,.(0), entonces ||z|| <,y

1
=] <1,
,

1

por lo que —x € B1(0) C Y, y entonces x € Y porque Y es un subespacio
r

de X. Como

X c | B.0),

r>0

podemos concluir que X C Y. Por lo tanto, dim X <. O
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10.

11.

Ejercicios

Muestre que el espacio R con la métrica acotada no es totalmente aco-
tado.

Sean d; y dy dos métricas equivalentes en X. Muestre que (X,d;) es
compacto si, y sélo si, (X, dy) es compacto.

Sea (X,d) un espacio discreto. Establezca una condicién necesaria y
suficiente para que X sea compacto.

Sea (x,) una sucesién con rango finito, es decir, el conjunto {x, : n €
Z*} es finito. Muestre que (x,,) tiene una subsucesién que converge.

Sin utilizar el teorema de Bolzano-Weierstrass, muestre que, si X es se-
cuencialmente compacto, entonces todo subconjunto infinito de X tiene
un punto de acumulacién.

Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Muestre que X es completo.

Sea E un conjunto acotado en R!. Recuerde que esto significa que E C
By (z) para algiin M >0y x € R,
» Muestre que existe un M > 0 tal que E C Bj(0).
= Muestre que la bola Bjs(0) es un conjunto totalmente acotado, y
concluya que E es totalmente acotado.

Sea A un subconjunto del espacio métrico (X,d), y sea € > 0. Muestre
que el conjunto

{re X :dx A <e}
es abierto en X.

Sea E un conjunto compacto en R. Muestre que E tiene un minimo y
un maximo.

Sea A un conjunto infinito acotado en R!. Muestre que A tiene un pun-
to de acumulacion. Este enunciado es llamado el teorema de Bolzano-
Weierstrass en algunos textos.

Sea (z,) una sucesién acotada en R!. Muestre que (z,,) tiene una sub-
sucesion que converge. Este resultado es la version clasica del teorema
de Bolzano-Weierstrass.



Capitulo 4

El espacio de funciones
continuas

1. Funciones continuas

En este capitulo estudiaremos las funciones continuas en un espacio
métrico, ademas de espacios métricos formados por funciones continuas.
También estudiaremos la convergencia de sucesiones de funciones continuas
en un espacio métrico.

Primero definimos el concepto de continuidad en un espacio métrico.
Definicién 4.1. Sean (X,d) y (Y,d’) dos espacios métricos, y f: X — Y.

Decimos que la funcién f es continua en xoy € X si, para todo € > 0 existe
d > 0 tal que si d(z,zg) < § entonces

d'(f (@), f(x0)) <e.

Por la definicién de bola abierta, esta definicion es equivalente a decir
que f es continua en xg si, para todo € > 0 existe § > 0 tal que

f(Bs(0)) € B(f(x0)),
donde f(Bs(zg)) es la imagen de Bs(zg) bajo f, es decir

f(Bs(zo)) = {y € Y : existe x € Bs(xp) tal que f(z) =y}
y B:(f(xg)) es la bola en Y de radio € alrededor de f(z).

Observemos que la definicién de continuidad es local; es decir, estd defini-
da sobre cada punto de X. Sin embargo, globalmente decimos que la funcién
f: X — Y es continua si es continua en x para todo x € X. Tenemos la
siguiente caracterizacion de continuidad.

57
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Proposicion 4.2. f: X — Y es continua si, y solo si, para todo conjunto
abierto V en Y, la preimagen de V en X,

V) ={zeX: flx) eV},
es un conjunto abierto en X.
Observemos que f~'(V) es abierto en X si, y sélo si, para cada = €

fH(V) existe un & > 0 tal que Bs(z) C f~1(V), esto es, f(Bs(z)) C V.
(Véase la figura 1.)

/
FV) -

Figura 1. Si f es continua, V es abierto en Y y f(xz) € V, entonces
existe & > 0 tal que Bs(z) C f~H(V).

Demostracion. Sea f : X — Y continua y V' un conjunto abierto en Y.
Para demostrar que f~!(V) es abierto, sea x € f~1(V). Entonces f(z) € V.
Como V es abierto, existe ¢ > 0 tal que

Be(f(z)) C V.

Como f es continua, es continua en x, asi que existe 6 > 0 tal que

f(Bs(x)) C Be(f(z)) CV,

lo cual muestra que f~!(V) es abierto, por la observacién anterior.

De manera inversa, supongamos que f~!(V) es abierto en X para todo

conjunto V abierto en Y, y sea x € X. Para demostrar que f es continua en

z, sea ¢ > 0. Como B(f(x)) es abierto en Y, f~1(B.(f(z))) es abierto en
X yz € f~YB.(f(x))). Entonces, existe § > 0 tal que

Bs(x) C f7H(B:(f(x))),
lo cual significa que

f(Bs(x)) C Be(f(x)),

como queriamos demostrar. U
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Ejemplo 4.3. Las funciones continuas mas simples son la funciones con-
stantes. Si yp € Y, definimos la funcién f : X — Y como f(z) = yo para
todo x € X. Entonces, si V' es un conjunto abierto en Y,

X siy eV,

-1 o
! (V)_{@ siyo € V.

Como X y () son abiertos en X, f es continua.

Ejemplo 4.4. La funcion identidad es otro ejemplo sencillo de una funcién
continua. Definimos f : X — X como f(z) = = para cada z € X. Entonces
f~Y(V) = V para cada abierto V en X, por lo que concluimos que f es
continua.

Proposicién 4.5. Sean (X,d), (Y,d") y (Z,d") espacios métricos, y f :
X =Y yg: X — Z funciones continuas. Si le asignamos a'Y X Z la métrica
producto, entonces la funcion F: X —Y x Z dada por F(zx) = (f(z),g(x))
es continua.

Demostracion. Sea rg € X y € > 0. Entonces existen d1,d2 > 0 tales que
si d(z,z0) < &1 entonces d'(f(z), f(xg)) < =
y
si d(z, o) < 62 entonces d”(g(z), g(xo)) < =.
Entonces, si 6 = min{dy,d2} y d(z,x0) < 9,
d' x d"(F(z),F(x0)) = d x d"((f(x), g(x)), (f(2), g(x)))
= d'(f(z), f(z0)) + d"(9(2), g(x0))
ciiio.
2 2
U

Es facil ver que la proposicién 4.5 se puede generalizar a un cualquier
numero finito de funciones f; : X — X;, donde al producto X; x --- x X; se
le asigna la métrica

dp((@1, -y wn), (Y1, u) = Y dilwi, vi),
i=1

donde cada d; es la métrica de Xj.

Proposicién 4.6. Si (X,d),(Y,d") y (Z,d") son espacios métricos, y las
funciones f: X =Y yg:Y — Z son continuas, entonces la composicion
go f:X — Z es continua.



60 4. El espacio de funciones continuas

Demostracién. Si V es abierto en Z, entonces

(o /)TH V) =F"1g™ (V)
es abierto en X, porque, como g es continua, ¢! (V) es abierto en Y y, como
f es continua, f~1(g71(V)) es abierto en X. O

El siguiente teorema establece la compacidad de la imagen de un espacio
compacto bajo una funcién continua.

Teorema 4.7. Sean (X,d) y (Y,d') dos espacios métricos, y f : X — Y
continua. Si X es compacto, entonces f(X) es compacto.

En la demostracion de este teorema utilizaremos el siguiente lema, refe-
rente a propiedades basicas de conjuntos imagen y preimagen de funciones.

Lema 4.8. Sea f: X — Y un funcion. Entonces

1. f(AUB)C f(A)U f(B) para todos A,B C X.
2. f(f~YA)) C A para todo ACY.

La demostracion de esta lema se sigue directamente de las definiciones
de conjuntos imagen y preimagen bajo cualquier funcién, y se deja como
ejercicio (ejercicio 2).

Demostracién del Teorema 4.7: Tomamos una cubierta {V,} del con-
junto f(X) en Y. Como f es continua, los conjuntos f~*(V,,) son abiertos, y
ademads cubren a X: si x € X, entonces f(z) € X, por lo que, para algin «,
f(x) € V,. Entonces = € f~(V,). Por lo tanto {f~(V,)} es una cubierta
de X, y como X es compacto tiene una subcubierta finita, digamos

XCflVa) U (Va) U UF HV,).
Entonces, por el lema 4.8
FX) € fUTVa) U P Vo)) U U F(FH (Vi)
C Vo, UV UL UV,,.
Por lo tanto f(X) es compacto. O

Si X es compacto y f es una funcién continua en X, entonces no sélo
podemos concluir que f(X) es compacto, sino que f también es uniformente
continua. Esto lo veremos a continuacion.

Definicién 4.9. Sean (X,d) y (Y,d’) dos espacios métricos, y f: X — Y.
Decimos que f es uniformemente continua si, para cada € > 0, existe d > 0
tal que

f(Bs(z)) C Be(f(x))

para todo x € X.
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A diferencia de la definiciéon de continuidad en x € X, el ntimero § de la
definicién de continuidad uniforme depende sélo de ¢ > 0y f, no de z.

Ejemplo 4.10. Considere la funcién f : (0,1) — R dada por f(z) = 1/z.
Entonces f es continua, ya que si (a,b) C R, (a > 0) entonces

f((1/b,1/a)) = (a,b),
por lo que podemos concluir que f~!(V) es abierto si V es abierto en R.

Pero f no es uniformemente continua. Considere, por ejemplo, € = 1. Para
cualquier § > 0, tal que § < 1/3, si x = 24, entonces

F(Bs(a)) = 1((6.35) = (555) ¢ Bu(55):
Véase la figura 2.

Figura 2. Gréfica de la funcién f(z) = 1/x. Si 0 < § < 1/3, entonces
la diferencia entre f(8) y f(38) es & > 1.

Teorema 4.11. Sean (X,d) y (Y,d') dos espacios métricos. Si f : X =Y
es continua y X es compacto, entonces [ es uniformemente continua.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como f es continua, para cada x € X, existe
6z > 0 tal que f(Bs,(z)) C B.o(f(x)). Claramente {Bs,(7)}sex es una
cubierta de X, y como X es compacto, el teorema de Bolzano-Weierstrass
implica que es secuencialmente compacto, y podemos utilizar el Lema de
Lebesgue, lema 3.22, para encontrar un 6 > 0 tal que, para todo z € X,

Bs(z) C Bs,, (o)
para algin yg € X. Tal ntimero 0 no depende de z, sélo de la cubierta.
Ahora bien, si z € Bs(x), entonces z € Bs,, (o), y més atn,

d(f(2), f(z)) < d(f(2),f(yo) +d'(f(y0), f(x))

€ €
< +

PRI
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va que f(Bs, (Y0)) C Be2(f(yo)). Por lo tanto
f(Bs(x)) C Be(f(x)),

como queriamos demostrar. O

1.1. Funciones continuas en espacios normados. Si (X, || ]|) es un
espacio normado y a X x X se le asigna la métrica producto

d((z,y), (@', ¢") = lz = 2|l + [ly = 'll;

entonces la funcién (+) : X x X — X, dada por la suma de dos vectores,
es decir, (4)(x,y) = x + y, es una funcién continua. Para verificar ésto, sea
(0,Y0) E X x X ye>0.Sid=cy

||z — xol| + ||y — yol| <9,
entonces

() (@, y) = (+)(@o, yo)l| = [|(z +y) = (z0 + yo)|
<l = ol +ly —woll <6 =,

lo cual demuestra que (+) es continua en (z¢, yo)-

De la misma forma, si (X, ||-||), podemos demostrar que la multiplicacién
escalar (+) : R x X — X dada por (-)(a,z) = ax es una funcién continua.

Ejemplo 4.12. Las proposiciones 4.5 y 4.6 y el hecho de que la suma de
vectores es continua implican quesi f, g : X — Y son dos funciones continuas
del espacio métrico (X,d) al espacio normado (Y, || - ||), entonces la suma
f+g: X — Y definida por (f+g)(x) = f(z)+g(z) es una funcién continua,
porque x — f(z)+ g(x) es la composicién de las funciones x — (f(x), g(x))
y (+)-

Desde luego, podemos generalizar este resultado a cualquier nimero de
funciones f; : X —=Y,i1=1,...,L

A continuacién estudiaremos la continuidad de funcional lineales en es-
pacios normados.

Teorema 4.13. Sean (X,|| - ||x) v (V|| - ||y) dos espacios normados y
¢ : X — Y wuna transformacion lineal. Los siguientes enunciados son equi-
valentes:

1. ¢ es continua en 0;

2. FEmiste M > 0 tal que, para todo x € X,
lp(x)lly < M||z|x.

3. ¢ es continua;
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Demostracion. 1=2: Como ¢ es continua en 0, existe § > 0 tal que
si ||z||x < & entonces ||¢(z)|]y < 1. Entonces, parax € X, si x # 0,
J

|l =2 <
z|| == <4,
20|zl Tx 2

por lo que

H¢<ﬁx>“y <5

y entonces, como ¢ es lineal,
2
lo(x)|[y < g||95||x-

2
Podemos tomar M = 5

: £
2=3: Seax € X y ¢ > 0. Si tomamos § = iR entonces ||y —z||x <9

implica
llo(y) — o(2)||ly = |lo(y — z)|ly < M|y —x||x < Md =e.

3=-1: Esta implicacién es trivial.
O

Ejemplo 4.14. Consideremos C([0,1]), y la funcién I : C([0,1]) — R dada
por

1(f) = /0 f(z)dz.

Entonces

1 1 1
11 =| [ r@as] < [ is@ide < [ 1o = 1111
Entonces I es continua.

Ejemplo 4.15. Sea K : [0,1] x [0,1] una funcién continua y f € C(|0, 1]).
Definimos la funcién Lf : [0,1] — R por

Lf(z) = /0 K(x,9)f(y)dy.

Mostraremos que Lf es continua: Para esto, seae > 0y zg € [0, 1]. Entonces,
si || f]lu # 0, existe § > 0 tal que si |z — xg| < J entonces

€
|K(z,y) — K(z0,y)| < m,
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ya que K es uniformemente continua porque [0, 1] x [0, 1] es compacto. En-
tonces, para |z — o] < 4,

|Lf<:c>—Lf<sco>|=} [ Kewiwar- [ Koo
< /0 K (z,y) — K (z0,9)||f (0)|dy

3 3
< dy = = <e.
< [ gy = 3

Esto significa que L define una funcién (lineal) L : C([0,1]) — C([0,1]).
Para ver que L es de hecho continua, observamos que, si

M = méx{|K (z,y)| : =,y € [0,1]},

entonces

1 1
Lf(z)] < /0 K (2 9) || () |dy < /0 M|\ flludy = M| f]]

para z € [0, 1]. Entonces L es continua por el teorema 4.13.

Ejemplo 4.16. Consideremos ahora el espacio C'1([0,1]) de funciones dife-
renciables f en [0, 1] tal que f' € C([0,1]), es decir, funciones diferenciables
con derivada continua. Es claro que C'1([0,1]) C C([0,1]), asi que podemos
ver a C1([0, 1]) como subespacio de C([0, 1]).

Definimos la funcién D : C1([0,1]) — C([0,1]) como
D(f)=f,
D es llamada el operador diferencial. Es claro que D es lineal; sin embargo,

no es continua. Consideremos las funciones

fu(z) = %sen(nzwx).

1
Como || fnllu = - fn — 0 en C([0,1]) (y en C([0,1]), desde luego). Sin
embargo,

D(fn) = nmcos(nmz),

por lo que ||D(fn)||w = nm. Entonces D no es continua en 0.

El ejemplo 4.16 implica que una funciéon lineal en un espacio normado no
es necesariamente continua. Sin embargo, si el espacio donde estd definida
es de dimension finita, entonces si lo es.

Teorema 4.17. Si (X, || -||x) v (Y,|| - |ly) son dos espacios normados, X
es de dimension finita y ¢ : X — Y es una transformacion lineal, entonces
¢ es una funcion continua.
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La demostracion de este teorema se sigue del siguiente lema. Sea (X, || -
|) un espacio normado de dimensién finita y sea {uj,...,u;} una base.
Definimos las funciones m; : X — R de la forma

x=m(x)ur + ... m(x)u.

Es decir, las 7; son las proyecciones de X sobre cada uno de los términos de
la base.

Lema 4.18. Cada proyeccion m; es una funcion continua.

Demostracién. Sea 1) : X — R/ el isomorphismo

P(x) = (m1(x),...,m(x)).

Por el teorema 2.28, existe C' > 0 tal que, para todo x € X,
1Y (2)||E < Cllz]].

Como |m;(z)| < ||¥(x)||E, el lema se sigue del teorema 4.13. O

Demostracion del Teorema 4.17: El teorema se sigue entonces por las
observaciones hechas en el ejemplo 4.12 y el hecho de que ¢ es la suma de
las funciones dadas por = +— m;(x)d(u;). O

2. El espacio C'(X,Y)

En esta seccidén estudiaremos las funciones continuas como elementos de
un espacio métrico de funciones.

Definicién 4.19. Sea f : X — Y una funciéon de X al espacio métrico
(Y, d). Decimos que f es acotada si existen yo € Y y M > 0 tales que

d(f(x),y0) <M

para todo = € X. Esto es equivalente a decir que la imagen de f, f(X), es
un conjunto acotado en Y.

Ejemplo 4.20. Considere la funcién f : R — R dada por
x
@) =1
f es acotada porque |f(z)| < 1/2 para todo = € R.

Ejemplo 4.21. Considere una funciéon continua f : X — Y, donde X es
compacto. Entonces f(X) es compacto, y por lo tanto es acotado en Y.
Tenemos que f es acotada.

Definicién 4.22. Sean (X,d) y (Y,d’) dos espacios métricos. Definimos el
conjunto C'(X,Y’) como el conjunto de funciones continuas y acotadas de X
ayY.
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0.4+

0.2;

Figura 3. Gréfica de la funcién f(z) = 755. Como —1/2 < f(z) <

1/2, la funcién f es acotada.

Si X es compacto, entonces C'(X,Y) incluye a todas las funciones con-
tinuas de X a Y.

El conjunto C'(X,Y) se puede metrizar a través de la funcién

(4.1) pulf,9) = sup d'(f(z),g(x)).

Esta funcion esta bien definida, ya que si f y g son dos funciones acotadas,
entonces existen yo y yj en Y, M, M’ > 0, tales que

d(f(z),yo) <M vy d(g(z),y0) <M
para todo x € X. Entonces
d(f(z),9(z)) < d'(f(2),90)+d (Yo, y0) + d'(9(2), o)
< M+d(yo,yp) + M' = M < oo,
por lo que sup,cyx d'(f(z),g9(z)) < M. Ahora verificamos que p, es una
métrica:

1. Como d' es una métrica, entonces d'(f(x),g(x)) > 0 para todo
xe Xy f,ge C(X,Y), por lo que entonces p,(f,g) > 0. Ademas,
si f # g, existe un g € X tal que f(zo) # g(xo), y por lo tanto

pu(f,9) = d'(f(z0), g(x0)) > 0.
2. pu(f,9) = pulg, f) es facil de verificar ya que

d'(f(x),9(x)) = d'(g(z), f(z))

para todo x € X.
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3. Sif,g,h€C(X,Y), entonces, para cada = € X,
d'(f(z),9(x)) < d'(f(x), h(z)) + d'(h(zx), g(x)),

y por lo tanto
sup d(f(x),9(z)) < sup (d'(f(2),h(z))+d (h(z),9()))

reX
= supd'(f(z),h(z)) + sup d'(h(z), g(z)).
reX zeX

La métrica p,, es llamada la métrica uniforme.

Teorema 4.23. El espacio métrico (C(X,Y), pu) es completo si el espacio
Y es completo.

Demostracion. La demostracion de este teorema es muy similar a la de-
mostracién de la completitud de C([0,1]) (teorema 2.20). Sea (f,) una suce-
sién de Cauchy en C(X,Y). Mostraremos que esta sucesién converge. Pri-
mero, para cada x € X, (f,(z)) es una sucesién de Cauchy en Y y, como Y
es completo, converge. Definimos entonces la funcion F': X — Y por

F(z)= lim f,(z).
n—oo
Al igual que en la demostracion del teorema 2.20, es necesario demostrar
dos cosas:
1. (fn) converge a F' uniformemente.
2. FeC(X,Y), es decir, F es continua y acotada en X.

Dado € > 0, escogemos N > 0 tal que, si n,m > N, entonces

Pulfrs fm) < €/2,
es decir,
d' (fn(x), fm(z)) < £/2 para todo x € X,
Mostraremos que
(4.2) d (fu(z),F(z)) <e
para todo x € X, sin > N.

Sea zp € X. Como la sucesién (f,(zg)) converge a F(xg), existe un
Ny > 0 tal que

@ (falz0). F(0) <

para todo n > Ny (Ng depende de xg, pero ésto no serd ningin problema
ya que N es independiente de xp). Ahora bien, escogemos un entero ng tal
que ng > max{N, Ny}. Tenemos que, si n > N,

d'(falz0), F(z0)) < d'(fau(x0), fro(20)) + d'(fuo(20), F(20))

< S+t
2 2
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Como zg es arbitrario, hemos demostrado la desigualdad (4.2). Como N no
depende de xp, podemos concluir que (f,) converge uniformemente a F'.

Para demostrar que F' € C'(X,Y), tenemos que mostrar que F' es con-
tinua y acotada. La demostracién que F' es continua es muy similar a la
demostracion que L es continua en el teorema 2.20, por lo que dejamos esta
parte como ejercicio (ejercicio 9). Para verificar que es acotada, notemos que
la sucesion (f,) es de Cauchy y por lo tanto acotada en C(X,Y). Es decir,
existen f € C(X,Y) y M > 0 tales que p,(fn, f) < M para todo n. Como
(fn) converge uniformemente a F', podemos encontrar un entero N tal que

d'(fn(z), F(z)) <1
para todo x € X. Entonces, para z € X,
d'(F(z), f(z)) < d(F(2), fn(2)) + d'(fn(2), f(2) <1+ M.
Ahora bien, f es acotada, por lo que existen M’ > 0y yo € Y tales que

d'(f(x),y0) < M’

para todo x € X. Entonces
d(F(x),y0) < d(F(a), f(x)) + d ((x),y0) < 1+ M + M,
para todo x € X, por lo que podemos concluir que F' es acotada. Entonces

fo— Fen C(X,Y). 0

Si (Y]] - |ly) es un espacio normado, entonces podemos definir las op-
eraciones suma y multiplicacién escalar en C'(X,Y’) como

(f+g)($) = f($)+g($c), f,gEC(X,Y), relX
Af)(x) = Mf(z), feC(X)Y) zelX.

Con estas operaciones, C(X,Y’) es un espacio vectorial, y se puede normar
con

(4.3) fllu = sup [|f(2)|ly, feCX,Y).
zeX

Dejamos como ejercicio verificar que (4.3) define una norma. Ademas,

pu(f9) = I — gllu-

Por el teorema 4.23 concluimos que, si (Y,|| - ||y) es un espacio de Banach,
entonces (C(X,Y),|| - ||) es también un espacio de Banach. Podemos en-
tonces extender el criterio M de Weierstrass a funciones que toman valores
en espacios de Banach.

Corolario 4.24 (Criterio M de Weierstrass). Sea (f,) una sucesion de
funciones en C(X,Y), donde (Y,|| - ||y) es un espacio de Banach. Si existe
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una sucesion (My) de nimeros nonegativos tales que ||fn(z)|ly < M, ,para
todo x € X, y la serie >, M,, converge, entonces la serie

converge absoluta y uniformemente en C(X,Y).

Demostracion. La demostraciéon es similar a la demostracién del corolario
2.26 y la dejamos como ejercicio (ejercicio 11). O

3. El teorema de Arzela-Ascoli

En esta seccion clasificaremos los subespacios compactos de C(X,Y),
donde X es compacto y Y = R!. Cuando X no es compacto esta tarea es
més dificil, y estudiaremos el caso cuando X es un conjunto abierto en R
en la siguiente seccién. Por ahora, asumiremos que el espacio métrico (X, d)
es compacto.

Primero haremos notar que, en general, C(X,Y’) no es compacto.

Ejemplo 4.25. Si Y no es acotado, entonces C(X,Y") no es acotado, como
lo muestra facilmente la coleccién de funciones constantes {f,},cy, donde
fy(x) =y para todo z € X.

Ejemplo 4.26. SiY es acotado, entonces C'(X,Y) es también acotado. Sin
embargo, ni siquiera cuando Y es compacto C'(X,Y) es compacto. Considere
el espacio C(]0,1],[0,1]) y la sucesién de funciones

l—nz ifo<z<i
n\T) = - -
fa@) {0 if L <z <1

Véase la figura 4. Esta sucesién no puede tener subsucesiones convergentes,
como vimos en el ejemplo 3.28. Entonces C(]0,1],[0,1]) no es secuencial-
mente compacto, y por lo tanto no es compacto.

Por el teorema 3.25 los subespacios compactos de C(X,Y") son aquéllos
que son cerrados y totalmente acotados en C(X,Y’), por lo que son éstos los
conjuntos que tenemos que clasificar. Para ésto necesitaremos del concepto
de equicontinuidad, definido a continuacion.

Definicién 4.27. Sea F C C(X,Y). Decimos que F es una familia equi-
continua en xg € X si, para cada € > 0, existe un > 0 tal que

f(Bs(x0)) C Be(f(x0))

para todo f € F. El nimero 6 depende de xy y de la familia F, pero es
independiente de las funciones f € F. Decimos que F es equicontinua en X
si es equicontinua en cada punto de X.
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S|~
~N

Figura 4. Las funciones f,.

Equicontinuidad es una condicién necesaria para que una familia de fun-
ciones F C C(X,Y) pueda ser un espacio compacto, como lo muestra la
siguiente proposicion.

Proposicién 4.28. Sea F C C(X,Y). Si la familia F es totalmente acota-
da, entonces es equicontinua en X.

Demostracién. Sean ¢ > 0 y xg € X. Debemos mostrar que existe un
0 > 0 tal que

f(Bs(xo)) C Be(f(20))
para toda f € F,y que esta é no depende de f, sélo de x.

Como F es un conjunto totalmente acotado, existen funciones

fi, f2, . fn € C(X,Y)

(no necesariamente en F, aunque esto es irrelevante) tales que

F C B.ss(f1) U B 3(f2) U...UB3(fn)

Ademas, como cada f; es continua en xg, i = 1,2,...,n, existen d; > 0 tales
que, para cada i,

fi(Bs,(w0)) C Beyz(f(20))-

Escogemos § = min{dy, d2,...,d,}, y mostraremos que

f(Bs(wo)) C Be(f(w0))
para cada f € F. Asi que sean f € F y x € Bs(xp). Queremos mostrar la
desigualdad d'(f(x), f(z0)) < e.

Como F C BE/3(f1) U Be/3(f2) u...u B5/3(fn)a [ € B5/3(f2) para algin
19, es decir

d'(f(y), fi,(y)) <e/3
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paratodoy € X. Ademds d'(fi, (), fi,(x0)) < /3, yaqued(z,xo) < < &;,.
Entonces

d'(f(z), f(xo)) < d'(f(x), fio(x)) +d (fis(x), fiy(20)) + d'(fis (x0), f(x0))

< S4t4i-=c
3 3 3 7

g

Es preciso notar que en esta demostracién no hemos utilizado la com-
pacidad de X, por lo que la proposicion 4.28 es cierta también cuando X no
es compacto.

Decimos que la familia F C C(X,Y) es uniformemente acotada si el
conjunto F es acotado en C(X,Y). F es acotada punto por punto si, para
cada z € X, el conjunto {f(z): f € F} es acotado en Y.

Es claro que si F es uniformemente acotada, entonces es acotada punto
por punto. Sin embargo, la inversa no es cierta, como lo demuestran los
siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.29. Considere las funciones f, € C(R,R), n = 1,2,..., dadas
por

0 siz<n-—1
nfx—(n-1) sin—-1<z<n
—n(x—(n+1) sin<zx<n+1
0 sin+1<x.

fn(z) =

Esta coleccién es acotada punto por punto, ya que si x € (N —1, N], entonces
{fn(z)} es acotado por arriba por N. Sin embargo, como fx(N) = N, {f,}
no es uniformemente acotada (figura 5).

n_

|
n—1 n n+1

Figura 5. Las funciones f,.
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Ejemplo 4.30. Atun siendo el dominio compacto, es posible encontrar una
familia acotada punto por punto pero no uniformemente acotada. Considere
la sucesién de funciones g, € C([0,1],R) dada por

0 siz €0, 5)
n(2nz —1) siz€[5,L)
—n(2nx —3) sixz €|

gn(:l?): 1 3)
0 six € [, 1].

n’2n

Esta familia es acotada punto por punto porque, para cada z, g, (x) — 0. Sin
embargo, como gy(1/N) = N, esta familia no es uniformemente acotada.
Véase la figura 6.

Figura 6. Las funciones g,.

Sin embargo, si la familia es equicontinua, la inversa es cierta.

Lema 4.31. Si la familia F C C(X,Y) es equicontinua y acotada punto
por punto, entonces F es uniformemente acotada.

Recuerde que asumimos la compacidad de X.

Demostracion. Para mostrar que F es uniformemente acotada, tenemos
que encontrar F' € C(X,Y) y M > 0 tales que p,(f, F) < M para toda
funcién f € F.

Por equicontinuidad, para cada x € X, existe un é, > 0 tal que

f(Bs,(x)) € Bi(f(x))

para toda f € F. Como X es compacto, podemos encontrar x1,xs,...,T, €
X tales que
X C B(;wl (1)U B5$2 (x2)U...U Bs, (Tn)-
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Pero cada conjunto {f(xz;) : f € F},i=1,2,...,n, es acotado en Y, por lo
que existen puntos y; € Y y M; > 0 tales que, para toda f € F,

d(f(xi),y) <M;,  i=12,...,n.
Definimos entonces la funcién constante F'(x) =y, y el nimero
M = méx{My, Ma, ..., My, d (y2,y1),-..,d (Yn,y1)}

Sean z € X y f € F, y estimaremos d'(f(x), F(x)). Primero, escogemos x;
tal que x € By, (2;). Entonces, por el hecho de que f(Bs, (7)) C Bi(f(z:)),

d'(f(zx), F(z)) < d(f(@),f(2:) +d(f(2:),y:) + d (3, F(2))
< 1—|—Mi+d/(yi,y1) <1+ 2M.

Por lo tanto, p,(f, F) <2M + 1 y la familia F es acotada. O

Casi estamos listos para mostrar el teorema de Arzela-Ascoli, el cual
clasificara los subespacios compactos de C(X,R!). Antes mostraremos el si-
guiente lema, que concierne a familias uniformemente acotadas en C(X, R?).

Lema 4.32. Sea F una familia uniformemente acotada en C(X,RY). En-
tonces existe un conjunto compacto F en R! tal que f(X) C F para toda

feF.

Demostraciéon. Como F es uniformemente acotada, existe una funcién
fo € C(X,R!) y un niimero M > 0 tales que

pu(f7f0) <M

para toda f € F. Pero X es compacto, por lo que también fy es compacto,
y por el teorema de Heine-Borel es acotado, es decir, existe N > 0 tal que
|fo(x)| < N para todo € X. Por lo tanto

[f (@) <|f (@) = folx)| + [fo(x)| < M + N

para toda f € Fy x € X. Por lo tanto f(X) C By1n(0) en R!, y podemos
tomar F' = By n(0), el cual es compacto en R! por el teorema de Heine-
Borel. ]

Teorema 4.33 (Arzela-Ascoli). Sea F una familia de funciones en el es-
pacio C(X,RY), donde el espacio métrico (X,d) es compacto. Entonces F
es compacto si y solo si F es cerrado en C(X, Rl), equicontinuo y acotado
punto por punto.

Demostracién. Ya hemos visto que cerrado, equicontinuo y acotado punto
por punto son condiciones necesarias (corolario 3.25 y proposicién 4.28) para
que F sea compacto. Para demostrar que tales condiciones son suficientes, es
suficiente con demostrar, por el corolario 3.25, que F es totalmente acotado.
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Sea ¢ > (0. Mostraremos que podemos cubrir F con un nimero finito de
bolas en C(X,R') de radio «.

Los lemas 4.31 y 4.32 nos permiten concluir que existe un conjunto
compacto F en R tal que f(X) C F para toda funcién f € F. Ademads, por
la equicontinuidad de la familia F y la compacidad de X podemos escoger
bolas Bs,(x;), i =1,2,...,n, tales que

X C B§1 (1131) U 352(11;'2) U...u Bgn(.’ﬂn)

y
f(B(;Z(LL’Z)) C B€/5(f(xl))7 fer.
Como F es compacto, podemos encontrar puntos yi,vs,...,yr € R' tales
que
F C B.s(y1) U Beys(y2) U ... U Be s (k)
Tenemos las siguientes observaciones:
A: Si f € F, entonces, para cada i, existe un entero j(f,i), 1 <
j(f,i) <k, tal que
f(@i) € Beys(Yiis,0))-
De esta forma cada f € F induce (al menos) una funcién j(f,-) de
{1,2,...,n}en {1,2,... k}.
B: Si f,g € F inducen la misma funcién j(i), entonces, si z €
B5z‘0 (@io),
[f(@) = g(@)| < |f(@) = F@io)| + [ (®io) = Yjio)| + |¥j(i0) — 9(wio)]
< € n € N € n e de
5 5 5 5 5’
4e
por lo que py(f,g) < = <e
Ahora consideremos una funcién arbitraria j : {1,2,...,n} — {1,2,...,k}.

Si existe alguna f € F tal que j(-) = j(f,-), a ésta le llamaremos f;. Sea en-
tonces J el conjunto de todas las funciones j tales que f; existe. El conjunto
J es finito, por lo que el conjunto de funciones {f;};c; también es finito.
Demostraremos que
Fc | B(f),
JjeJ

donde B.(f;) es la bola en C(X,R!) de radio ¢ con centro en f;. Si f € F,
entonces induce j(f,-), por la observacién A. Entonces, por B,

pu(f: fj(f,)) <Ee.
Por lo tanto f € Be(fj(f,.))- O
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Podemos reescribir el teorema de Arzela-Ascoli de la siguiente manera.

Corolario 4.34. Sea (f,,) una sucesion en C(X,R!), donde (X,d) es com-
pacto y la familia {f,} es equicontinua y acotada punto por punto. Entonces
existe una subsucesion de (f,) que converge en C(X,R%).

Demostracién. Por el teorema de Arzeld-Ascoli, la cerradura de {f,} es
compacta, y el corolario sigue por el teorema de Bolzano-Weierstrass. O

Versiones mas generales del teorema de Arzela-Ascoli pueden ser encon-
tradas en textos de topologia, como por ejemplo en [4, Teorema 6.1].

3.1. Sucesiones de funciones en R™. El teorema de Arzela-Ascoli clasi-
fica los subespacios compactos del espacio C'(X, Rl) s6lo cuando X es com-
pacto, y hemos visto ejemplos donde se concluye que la compacidad del
dominio es necesaria.

Sin embargo, el corolario 4.34 se puede modificar de la siguiente manera,
la cual es de hecho la versién mas util de los resultados anteriores.

Teorema 4.35. Sea Q un conjunto abierto en R™, y (f,) una sucesion
de funciones continuas en €0 (no necesariamente acotadas) equicontinua y
acotada punto por punto. Entonces existe una subsucesion de (fy) que con-
verge uniformemente en cada subconjunto compacto de ). Es decir, existe
una subsucesion (fn,) y una funcion f, continua en Q, tal que, para todo

compacto F' C Q, f,, — [ en C(F, RY).

Cuando decimos f,,, — f en C(F,R!), queremos decir que la sucesion
de restricciones (fn, |r) converge a la restricciéon f|p en C(F,RY).

Demostracion. Por la proposicién 3.27, podemos encontrar una sucesién
creciente de conjuntos compactos Fj, tal que

Q=|]JF,
k

y todo compacto F' contenido en €2 esta contenido en algin F}. Por el coro-
lario 4.34, existe una subsucesién de (fy), a la que llamaremos ( fny )1

que converge en C(Fy,R!). Podemos utilizar este mismo corolario para en-

iy o o
contrar una subsucesién de ( fna )p1, a la cual llamamos ( fn2 )pe1, la cual

converge en C(Fy,RY). Inductivamente construimos sucesiones ( fn;; )pe1, Ca-
da una subsucesién de (fnl;—l)zozl, k=2,3,..., que convergen en C(F},R!),
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para cada k.

far Tl

2

frz faz T

2
2 3

fur fuz 3

Jl

3
2 3

Consideremos ahora la sucesion diagonal fr, = fng, p=1,2,.... Esta suce-
sién es subsucesion de cada una de las (f,x),21, y por lo tanto converge en
p

C(Fy,RY), para cada k. Como Q = Uy F%, podemos definir en 2 la funcién
F@) = 1 fu (2)

Entonces f es continua en 2. Si F' es un conjunto compacto contenido en
(2, entonces estd contenido en algin Fy, y por lo tanto, como f,, — f en
C(F,RY), f,, — f en C(F,RY). O

4. El teorema de Stone-Weierstrass

En esta seccion demostraremos el teorema de aproximacion de Stone-
Weierstrass, el cual enlista familias de funciones densas en C'(X) = C(X,R).
Este teorema, al igual que el de Arzela-Ascoli estudiado en la seccién ante-
rior, también se refiere a conjuntos compactos X.

Recordemos que A es denso en un espacio métrico X si 4 O X. Esto es
equivalente a decir que A es denso en X si, para todoe > 0y x € X, la bola
B.(z) interseca al conjunto A; es decir, existe a € A tal que d(z,a) < e.

Consideremos ahora el caso C([a,b]), el espacio de funciones continuas
reales en [a,b], y P, el conjunto de las funciones polinomiales. La versién
clasica del teorema de aproximacion de Weierstrass es la siguiente:

Teorema 4.36 (Weierstrass). P es denso en C([a,b]).

Aunque ahora existen muchas demostraciones de este teorema, las mas
famosas dadas por Bernstein! o Lebesgue?, aqui daremos la demostracién
originalmente dada por Weierstrass en 1885 [7].

Consideremos la funcién
Y(x)=e"".

11,2 demostracién de Bernstein es constructiva. De hecho, si la,b] = [0,1], Bernstein de-
mostré que la sucesién de polinomios (ahora llamados polinomios de Bernstein)

Bn(x) = ki_()f(%) (Z’) aF(1 — z)nk

converge uniformemente a f. Véase por ejemplo [5, Capitulol].

2La demostracién de Lebesgue consiste, primero, de aproximar uniformemente con polinomios
la funcién | - | en [—1,1] y, luego, de observar que las funciones poligonales son densas en C([a, b]).
Este trabajo, de hecho, fue la primera publicacién de Lebesgue [3].
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Esta funcién es positiva y su integral (impropia) sobre R converge y
o0
| v=vm
—00

Ademis, tenemos el siguiente lema.

Lema 4.37. Sea f : R — R una funcion uniformemente continua, acotada
y, para cada v > 0, definimos

F(z,r) = ! /Z f(u)w(u_x)du.

/T T

Entonces lim, o F(z,r) = f(x) uniformemente en x; es decir, para todo
e > 0 existe ¥ > 0 tal que, si 0 < r < 7T entonces

|F(:c,r) — f(x)| <e

para todo x € R.

Demostracion. Para 6 > 0, escribimos

Pla) = fle) = —= [ ftup(

u—x

)du— f(x)

/T

1 [ L
= [t vt - f@)- = [~ vt

_ % / T (fla+ ) — £(@))w)du
1

= — T +ru) — f(x u)du
77 S (f(z +ru) = f(x))(u)

1
+— /MS% (F(@ +ru) — £(2))(u)du.

Como f es acotada, existe M > 0 tal que |f(x)] < M para todo z € R.
Ahora bien, sea € > 0 dado. Como ffooo 1 converge, existe N > 0 tal que

1

€
—_ d —_
VT |u\>N¢(U) ‘s

AM"

Como f es uniformemente continua, existe 6 > 0 (independiente de z) tal
que |z —y| < ¢ implica |f(z) — f(y)| < £/2. Tomamos entonces 7 > 0 tal
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que 7 < 0/N. Entonces, si 0 < r < 7,

< 2M - —+——/w

Demostracién del teorema 4.36: Sea f € C([a,b]) y € > 0. Escogemos
c,d € R tales que ¢ < a y d > b. Escogemos ahora una funcién continua
f:R — R que coincide con f en [a,b] y es cero afuera de [c, d]. Por ejemplo,
podemos tomar

0 sixz <c
f(a)w_c sic<z<a
3 a—c
flx) =< f(x) sia<z<b
d—=x
i <
f(b)d_b sib<az<d
L0 siz >d.

(Véase la figura 7.) Entonces, si como en el lema anterior definimos

Figura 7. La funcién f en [a,b] extendida a fenR.

P = 2 [ (= [ (M
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entonces existe rg tal que, para todo x € R,

[F(a,r0) = fl@)] < 5.

Ahora bien, si hacemos g, (z) = (u — 90)’ no es muy dificil ver que la serie
o
de Taylor de g, converge a g,
g 0 1 4)5(1)
N 900) g GO (/o)
gu(x) - ZO n| T = ZO TL'T’O

uniformemente en x y en u sobre cualquier subconjunto compacto de R. Si
M = méx | f]|, entonces existe Ny tal que, para todo x,u € [c,d],

o(1=5) - 5 <—1>"w<”><u/ro>xn‘ _ T

nlrd 2M(d — ¢) ©

por lo que si hacemos

tenemos que

|F'(2,70) — P()

u—x Do (1))
Tof‘/ >_7;) nlr? o >du}

/ s Tﬁf- i

v

para todo z € [c,d]. Esto implica que

|[f (@) = P(x)| < | f(x) = F(z,0)| + |F(x,r0) = P(x)| < &

para z € [¢,d] y, como f = fen [a, b], tenemos que

|f(z) = P(x)| <e
para todo z € [a,b], donde P es un polinomio en x. O

Corolario 4.38. C([a,b]) es separable.

Demostracion. Sea

M = méax{1, |al, |b], [a®],|6?],...,|a"|, [b"|}.
Sip(x) = ag+a1x+...a,x™ es un polinomio y € > 0, sean r¢,71,...,7, € Q
tales que
£ .
la; — r;| < — i=0,1,...,n,

nM’
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y po(z) =ro+rix+ ...+ rpz™. Entonces, para = € [a, b)),
n
p(z) = po(x)| < Y [lai —ril|a"| < e.
=0

Esto implica que el conjunto de polinomios con coeficientes racionales Pg es
denso en P, y por lo tanto denso en C(]a, b]). Como Pg es contable, C([a, b])
es separable. O

El teorema de Stone-Weierstrass ofrece una generalizacién a este resul-
tado, donde consideramos un espacio compacto X general. En este caso,
en lugar de las funciones polinomiales, consideraremos una familia A4 de
funciones con las siguientes propiedades:

1. Aesun dlgebra, es decir, es un subespacio vectorial de C'(X) cerrado
bajo multiplicacion: si f,g € A, entonces fg € A.

2. A separa puntos en X: para x,y € X, x # y, existe f € A tal que
f(x) # f(y).

3. A contiene las funciones constantes.

Teorema 4.39 (Stone-Weierstrass). Sea X un espacio métrico compacto y
A un dlgebra de funciones continuas en X que separa puntos y contiene las
funciones constantes. Entonces A es denso en C(X).

Demostraremos que la cerradura A = C(X). Para esto, primero demos-
traremos que A satisface las tres propiedades mencionadas anteriormente.
Es obvio que satisface las tltimas dos, puesto que A O A. Para verificar que
es un 4algebra, tenemos que mostrar que si f,g € A entonces f+gy fg estan

en A.
Para ¢ > 0, existen f’, ¢’ € A tales que
/ € / €
—flll < = -dl < =.
lF-fl<s v llg-dli<;

Entonces, |[(f +g) — (f' +¢')|| < &. Como A es un dlgebra, f'+ ¢ € A;
como ¢ es arbitrario, f + g € A.

Dado € > 0, sea M = méx |f| y escogemos g” € A tal que

" €
— < —.
lg = 97Il < 537
Ahora bien, sea M’ = méx |¢g”|, y tomamos f” € A tal que
" €
— < .
1 = 1< o

Entonces, f”-¢" € Ay
1fg—f"g"l1=1Ifg = f9" + fg" = f"d"ll < Mllg — ¢"[| + IIf = f"IM' <e.

Como ¢ es arbitrario, fg € A.
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Separaremos la demostracion del teorema de Stone-Weierstrass en tres
lemas. Los dos primeros se refieren a algebras cerradas en C(X), y la com-
pacidad de X no es necesaria.

Lema 4.40. Sea A un dlgebra cerrada en C(X). Entonces, si f € A, en-
tonces |f| € A.

Con |f| nos referimos a la funcién |f|(x) = |f(x)|.
Demostracién. Sea ¢ > 0 dado. Para M = supy |f|, tomamos un poli-
nomio p tal que
2] — p(z)| < e para z € [—M, M].

Tal polinomio existe por el teorema de Weierstrass. Entonces, como f(z) €
[—M, M] para todo € X, tenemos que

If (@) = p(f(2))| <e

para todo z € X. La funcién po f € A porque A es un algebra. Como ¢ es
arbitrario y A es cerrada, |f| € A. O

Lema 4.41. Si A es un dlgebra cerrada en C(X), entonces, si f,g € A,
méx(f, g), min(f, g) € A.

Con méx(f, g) nos referimos a la funcién

max(f, g)(z) = max{f(z),g(x)},
y similarmente para min(f, g). Es facil ver que estas dos funciones son con-
tinuas también (ejercicio 16). Un subconjunto S de C'(X) con la propiedad
de que si f,g € S entonces méax(f,g), min(f,g) € S es llamado un latiz.
Entonces, el lema 4.41 implica que toda &lgebra cerrada en C(X) es un
latiz.

Demostracion. La demostracién se sigue inmediatamente del lema 4.40,
ya que

max(f, g) = %(f+g+ If —al)
win(f,g) = 5(f +9 -1 = gl).
U

Es claro que, recursivamente, si A es un latiz y f1,..., f, € A, entonces

max{f1,...,fn} €A
y
min{fy,..., fn} € A
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Casi estamos listos para la demostracién del teorema. Antes, demos-
traremos un lema referente a latices cerrados en C'(X). Es aqui donde la
compacidad de X es necesaria.

Lema 4.42. Sea A un latiz cerrado en C(X) y X compacto, y sea f € C(X).
Si para cada v,y € X existe gz, € A tal que

gﬂcy($) = f(l') Yy g:z:y(y) = f(y)7

entonces f € A.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Demostraremos que existe g € A tal que, para
x € X, |f(z) —g(z)| <e. Como A es cerrado, esto implica que f € A.

Dado y € X, para cada x € X escogemos g, € A como en la hipétesis.
Como f y cada g, son continuas, existen abiertos U, tales que

gwy(z) > f(z) —¢
para z € U,. Claramente x € U,, por lo que {U, },cx es una cubierta para

X. Como X es compacto, existe una subcubierta finita {Uy,,...,U,, }. Si
tomamos

gy - méx{gmlyv e 7gmny}7
entonces g, € Ay gy(2) > f(z) — ¢ para todo z € X.

Ahora bien, para cada y € X, consideramos la funcién (continua) g,, y
tomamos abiertos V), tales que, si z € V,,, entonces

gy(2) < f(2) +e.
De nuevo, y € Vj;, ast que {V} },ex forma una cubierta de X. Si

Vs Vo b

es una subcubierta finita, tomamos

g =min{gy,,..., Gy}
Entonces g € Ay, para todo z € X, g(2) < f(z)+¢. Tenemos entonces que,
para z € X,

—e <g(2) - f(2) <e,
por lo que |g(z) — f(2)| < € para todo z € X. O

Demostracién del teorema de Stone-Weierstrass: Dada una funcién
f € C(X), demostraremos que, para cada z,y € X, existe g € A tal que
g(x) = f(z) y g(y) = f(y). El teorema entonces quedara demostrado por
los lemas 4.41 y 4.42.

Sean z,y € X y tomamos h € A tal que h(z) # h(y). Tal funcién existe
porque A separa puntos. Definimos ahora g : X — R por
fly) = (=)
—————=(h — h(z)).
)~ ha) ")
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Como A es un algebra y contiene a las constantes, ¢ € A. Finalmente,
observamos que g(x) = f(z) y 9(y) = f(y). [

Hemos asumido que el algebra A separa puntos y contiene a las fun-
ciones constantes. Es claro ver que la primera de estas hipdtesis es necesaria
porque, si A no separara puntos bien podria contener sélo a la funcién cero.
Un ejemplo no trivial de un algebra que no separa puntos es el conjunto
de las funciones pares en [—a,a]. Es claro que esta &lgebra es cerrada vy,
definitivamente, no es todo C([—a,a)).

Sobre la 1ltima de estas hipdtesis, si A no contiene a todas las funciones
constantes, entonces existe g € X tal que f(xg) = 0 para toda f € A.
Véase, por ejemplo, [2, Seccién 4.7].

Ejemplo 4.43 (Polinomios trigonométricos). Sea T el circulo de radio 1, con
centro en 0, en R?, y consideremos el espacio C(T) de funciones continuas
en T. Si f € C(T), entonces la funcién g : [0,27] — R dada por

g(t) = f(cost,sent)

es continua en [0, 27], con ¢g(0) = g(27). De manera inversa, si g € C([0, 27])
y g(0) = g(27), podemos definir f : T — R por

f(cost,sent) = g(t),

y f es continua en T. Esto nos permite identificar C'(T) con el subespacio
de C(]0,27]) de funciones continuas g con g(0) = g(2m).

Un polinomio trigonométrico es una funcién T : [0,27] — R de la forma
n
T(x) = Z (ak cos(kxz) + by sen(kz)).
k=0
Es claro que T' € C(T). Si 7 es el conjunto de polinomios trigonométricos
en [0, 27], entonces 7 es denso en C(T).

Para ver esto, verificaremos que 7 satisface las hipdtesis del teorema
de Stone-Weierstrass. Primero, es claro que 7 contiene a las funciones con-
stantes y que separa puntos. Para verificar que 7 es un algebra, solo tenemos
que verificar que es ceerado bajo productos, porque es claro que es un espacio
vectorial. Sin embargo,

1
COS NI COS M = i(cos(n —m) + cos(n + m))
1
COS NT SenMmx = 5()

1

sennx sen mx = i(cos(n —m) + cos(n + m))

~—

Se pueden encontrar generalizaciones y mas aplicaciones del teorema de
Stone-Weierstrass en los articulos [6].
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Ejercicios
1. Demuestre que f: X — Y es continua si, y sélo si, para todo conjunto

F cerrado en Y, f~1(F) es cerrado en X.

Sean X y Y dos conjuntos no vacios, y f : X — Y. Recuerde que si
AC X y B CY,los conjutos imagen de A y preimagen de B se definen
como

flA) = {f(x)eY :ze A}
fY(B) = {xeX:f(z)eB}
Muestre las siguientes propiedades de estos conjuntos:
» f(AUB) = f(A)U f(B) para A,B C X.
» f(ANB) C f(A)N f(B) para A,B C X, y de un ejemplo donde
f(A NB) 2 f(A)Nf(B).
( 1(A)) c Apara A C Y,y deun ejemplo donde f(f~ ( ) 2 A.
L(f(A)) D A para A C X, y de un ejemplo donde f~1(f(A)) ¢
A.

Sean X y Y espacios métricos, A y B subconjuntos abiertos de X, y
f:A—Y yg:B —Y funciones continuas tales f(x) = g(x) para todo
x € AN B. Muestre que la funciéon h : AU B — Y dada por

h(z) = {f(:z:) S%.CEEA
g(z) sizeB

es continua.

Sean (X,d) y (Y,d’) dos espacios métricos y f : X — Y. Muestre que
f es continua en = € X si, y sélo si, para cada sucesién z,, — x en X
tenemos que f(x,) — f(z)en Y.

Utilice el ejercicio anterior para mostrar que si X es secuencialmente
compacto, entonces f(X) es secuencialmente compacto. Por el teorema
de Bolzano-Weierstrass, este resultado ofrece una demostracion alterna-
tiva para el teorema 4.7.

Sea X un espacio totalmente acotado y f : X — Y una funcién uni-
formememente continua en X. Demuestre que f(X) es acotado. ;Es
f(X) totalmente acotado?

En referencia al problema anterior, de un ejemplo de un espacio acotado
X y una funcién uniformemente continua en X tal que su imagen no es
acotada.

Suponga que I es un intervalo cerrado en R, y f : I — R es una funcién
continua. Muestre que f tiene un maximo y un minimo, es decir, existen



FEjercicios 85

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

Ty, Tm € I tales que

flem) =méx f(I), f(zm)=min f(I).
Muestre que la funcion F' construida en la demostracion del teorema

4.23 es continua.

Demuestre las observaciones hechas después de la demostracion del Teo-
rema 4.23. Es decir, si (Y,]|| - ||y) es una espacio normado, entonces
C(X,Y) se puede dotar con una estructura de espacio normado a través
de las operaciones

(f+9)(x) = fl@)+g(x), [fgeCX)Y) reX
A)(x) = Af(x), felC(X)Y) zelX.
y la norma

flle = sup [|f(@)]ly, [feCXY).
zeX

Demuestre el corolario 4.24.

Determine si las siguientes colecciones de funciones son equicontinuas
y/o acotadas punto por punto.
= {sen(nx)};2, en C([0, 27]);
= {"}22, en C((0,1));
"y
< {E} 7 en (o).
n=1

n

Sea 2 un conjunto abierto en R™ y (f,,) una sucesién de funciones conti-
nuas equicontinua tal que (f,(x)) converge para cada x € €. Demuestre
que (fn) converge uniformemente en cada subconjunto compacto de €.

Sea K :[0,1] — [0,1] una funcién continua, y definimos L : C[0,1] —
C10,1] por

1
Lf(z) = /0 K(z,9)f(y)dy,

como en el ejemplo 4.15. Demuestre que la imagen de la bola B1(0) en
C([0,1]) bajo L es un conjunto compacto en C([0,1]).

Sea f una funcién continua en [a,b] tal que

b
/ f(x)x"dx =0

para todo n = 0,1,2,.... Demuestre que f(x) = 0 para todo = €
[a, b]. (Sugerencia: Utilice el teorema de Weierstrass para demostrar que
b 2

Jo [F=0)

a

Sean f,g € C'(X). Demuestre que las funciones méx(f,g) : X — Ry
min(f,g) : X — R son continuas.






Capitulo 5

Espacios conexos

1. Conexidad

En este capitulo exploraremos el concepto de coneridad en un espacio
métrico, y estudiaremos algunas de sus aplicaciones.

Definicion 5.1. Decimos que el espacio X es conexo si, para todos los
conjuntos abiertos U y V en X, no vacios, tales que X C U UV, se tiene
UNV # (. En otras palabras, X no puede ser cubierto por dos conjuntos
abiertos disjuntos.

Si un espacio métrico X no es conexo, entonces decimos que X es dis-
conezo. En tal caso, cualquier par de abiertos U, V tales que X CUUV y
UNV =0 es llamado una separacién de X.

X

v

U

Figura 1. Diagrama simple de una separacién del espacio X

Si A C X, entonces decimos que es conero en X si es conexo como
subespacio de X; es decir, si para cualquier par de abiertos U y V en X
tales que ANU # 0, ANV #Qy ACUUV, entonces UNV # (). De igual
forma definimos una separacion de A en X.

87
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Si U y V forman una separacion del espacio métrico X, entonces cada
uno de ellos es abierto y cerradoen X, yaque U = X\ Vy V = X\ U, por
lo que ambos son complementos de conjuntos cerrados.

Ejemplo 5.2. Un espacio discreto con al menos dos puntos es disconexo:
Como todos los subconjuntos de un espacio discreto X son abiertos, una
separacion estd dada por U = {zg}, V = X \ U, donde zg € X.

Ejemplo 5.3. El conjunto Q, como subespacio de R, es disconexo: Tomamos
U= (-00,v2), V= (v/2,00); entonces QNU #0, QNV #0,QCcUUV
y UNV =0, porque v2 & Q.

Ejemplo 5.4. Si A # () es conexo en R, entonces tiene un sélo punto o es
un intervalo. Si no lo fuera, entonces existirian z < y < z en A tales que
x,z € Ay y ¢ A. Pero entonces, como en el ejemplo anterior, los conjuntos
(—00,y) vy (y,00) formarian una separacién de A.

De manera inversa, un intervalo [a,b] en R es conexo. Estableceremos
este resultado como un teorema, ya que sera de utilidad méas adelante.

Teorema 5.5. El intervalo [a,b], a,b € R, es conezo.

Demostracién. Sean U y V abiertos en R, U N [a,b] # 0, V N [a,b] #
0, tales que [a,b] C U UV, y supongamos que a € U. Sea s = infV N
[a, b]. Mostraremos primero que s € U. Si s = a esto es trivial, por lo
que supondremos que s > a. Entonces s € V', porque V es abierto. Como
la,b] CUUV,y s € [a,b], entonces s € U

Ahora bien, como U es abierto, existe § > 0 tal que (s —d,s + ) C U.
Como s = inf V', existe v € V tal que s < v < s+ 4. Entoncesv e UUV, y
concluimos que U NV # (. O

Intervalos semiabiertos o abiertos también son conexos, y su conexidad se
)
demuestra de manera similar. Esto también es consecuencia de su “conexidad
por trayectorias”, la cual se discutira en la siguiente seccién.

Es facil ver que la unién o la interseccién de dos conjuntos conexos en
un espacio métrico no son por lo general conjuntos conexos. Sin embargo, si
ambos se intersecan, entonces la unién si lo es.

Proposicién 5.6. Sean A y B conjuntos conexos en X tales que ANB # ).
Entonces AU B es conexo.

Demostracién. Sean U y V abiertos en X tales que U N (AU B) # ),
VN(AUB)#0,y AUBCUUYV. Seaxy€ AN B. Entonces zg € UUV,
por lo que entonces tenemos que xg € U 6 g € V', y entonces ANU # () y
ANV D6 BNU # 0y BNV # (). Cualquiera de los casos implica que
UNV #0, porque Ay B son conexos. O
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Ahora mostraremos que la conexidad de un espacio se preserva bajo
funciones continuas.

Teorema 5.7. 5i X es conexoy f : X — Y es continua, entonces la imagen

de f, f(X), es conexo.

Demostracién. Sean U y V abiertos en Y tales que f(X) C UUV, f(X)N
U#0y f(X)NV # . Entonces f~1(U) y f~1(V) son abiertos en X, porque
f es continua, no vacfos y X C f~1(U) U f~1(V). Como X es conexo,
FHOYNFH(V) £ 0. Sixg e f7HU)N F7Y(V), entonces f(zg) eUNV,y
por lo tanto U NV # 0. O

1.1. El teorema del valor intermedio. Entre las consecuencias de los
teoremas 5.5 y 5.7 se encuentra el Teorema del Valor Intermedio, uno de los
teoremas béasicos del calculo.

Teorema 5.8 (Valor Intermedio). Sea f : [a,b] — R una funcion continua,
y f(a) <y < f(b). Entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =y.

Demostracién. f([a,b]) es conexo porque [a,b] es conexo y f es continua.

Si f(a) <y < f(b) yy & f([a,b]), entonces los conjuntos (—oo,y) y (y,o0)
formarian una separacién de f([a,b]), lo cual es una contradiccédn. O

En la siguiente seccién estableceremos otras consecuencias de estos dos
teoremas.

2. Conexidad por trayectorias

En esta seccion estudiaremos el concepto de conexidad por trayectorias,
y su relacién con conexidad.

Definicién 5.9. Sea X un espacio métrico. Una trayectoria en X es una
funcién continua v : [0,1] — X. Si v(0) = a y v(1) = b, entonces decimos
que 7 es una trayectoria de a a b.

Si v es una trayectoria de a a b, entonces 7(t) = v(1—t) es una trayectoria
de b a a.

Definicién 5.10. Decimos que el espacio métrico X es conexo por trayec-
torias si para cada a,b € X existe una trayectoria de a a b.

Si A es un subespacio de X, entonces A es conexo por trayectorias si,
y sélo si, para cada a,b € A existe una trayectoria v de a a b en X tal que

~([0,1]) C A.

El siguiente teorema es otra consecuencia de los teoremas 5.5 y 5.7.
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Teorema 5.11. Si el espacio métrico X es conexo por trayectorias, entonces
es conexo.

Demostracion. Sean U y V abiertos en X, no vacios, tales que X C UUV/,
yseana € U y be V. Como X es conexo por trayectorias, entonces existe
una trayectoria v de a a b. Entonces U N ~([0,1]) # 0 y V Nn~([0,1]) # 0.
Como ~v([0,1]) es conexo, U NV # 0. O

Este teorema implica, por ejemplo, que los intervalos en R. ya sea abier-
tos o semiabiertos, son conexos. La conexidad en R, y en general R" sera dis-
cutida con mayor extensién mas adelante.

La inversa del teorema 5.11, sin embargo, es falsa.

Ejemplo 5.12. Sea A C R? es conjunto dado por la unién del segmento
{0} x[—1,1] y la imagen f((0,1]) de la funcién f(t) = (¢,sen(1/t)) (la grafica
de sen(1/t) en (0,1]; véase la figura 2). A es conexo porque es la cerradura
de f((0,1]) (ejercicio 1), el cual es conexo porque f es continua y (0,1] es
conexo.

0.5

0.2

-0.5

-1
Figura 2. Gréfica de la funcién sen 1/t en (0, 1].

Sin embargo, A no es conexo por trayectorias: Supongamos que -y es una
trayectoria del punto (0,0) a, digamos, (1/7,0). Paran € Z, sea t,, € [0,1]
tal que v(t,) = (1/nm,0) (tal sucesién existe porque =y es continua en 0).
Como [0, 1] es compacto, existe una subsucesién t,, que converge, digamos
tn, — to € [0,1]. Como ~v(t,) — (0,0), entonces v(to) = (0,0), porque v es
continua.

Ahora bien, podemos escribir v (t) = (y1(t),v2(t)), donde v1,72 : [0,1] —
R son continuas'. Entonces v (ty,) = 1/(ngm) y 71 (tn,,,) = 1/(ng1m) para

1De hecho, Y2(t) = sen(1/~1(t)).
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cada k, y por el Teorema del Valor Intermedio existe, para cada k, sj tal

que v1(sx) = 2/(4my + 1)7, donde my, es tal que

dmyg + 1
2

Entonces s — to. Sin embargo, v(sx) = (2/(2my + 1)m, 1), por lo que

entonces v(sx) — (0,1), contradiciendo el hecho de que es continua en tg.

ng < < Npt-1-

El ejemplo anterior muestra que si A es un conjunto conexo por trayec-
torias en X, entonces su cerradura no es necesariamente conexa (ejercicio

1).

2.1. Conjuntos convexos. Ahora consideremos un espacio normado X.
Siz,y € X, el segmento de recta de x a y es la funcién v : [0,1] — X dada
por

y(t) = (1 —t)x + ty.
Como 7 es continua, entonces es una trayectoria de x a y, y podemos concluir
entonces que X es conexo por trayectorias. Por lo tanto, es también conexo.

Corolario 5.13. R” es conexo.

Corolario 5.14. Si U es un conjunto abierto y cerrado en R™, entonces
U=06U=R".
Definicién 5.15. Si A es un subconjunto del espacio normado X, decimos

que A es convexo si, para a,b € A, entonces el segmento de recta de a a b
estd contenido en A.

Figura 3. Un conjunto convexo. El segmento de recta de x a y esta con-
tenido en el conjunto.

Es claro que los conjuntos convexos son conexos, ya que son conexos por
trayectorias.

Ejemplo 5.16. Un intervalo en R es convexo.

Ejemplo 5.17. Una bola B,(zp) en un espacio normado es un conjunto
convexo. Es suficiente con mostrar esto para el caso xg = 0y r = 1 (ejercicio
6); es decir, tenemos que mostrar que si ||z]|| < 1y ||ly|| < 1, entonces
(1 —t)z + ty|| < 1 parat € [0,1]. Pero, por la desigualdad del tridngulo,

(L =)z + tyl] < [[(1 = O)z[| + eyl = T = Of|[ + tflyl] <1 -t +t =1
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Aunque la uniéon de dos conjuntos convexos no es necesariamente con-
vexa, la interseccién si lo es.

Teorema 5.18. Si A y B son conjuntos convexos en el espacio normado
X, entonces AN B es convero.

Nétese que, si ANB = (), entonces la definicién de convexidad se satisface
vacuamente.

Demostracion. Supongamos que a,b € ANB. Entonces a.b € Ay a,b € B.
Por lo tanto, como A y B son convexos, el segmento de recta de a a b
estd contenido en A y en B, y por lo tanto también en la interseccién. [

3. Componentes conexas

Si X es un espacio métrico y xo € X, entonces existe un subconjunto
maximo conexo que contiene a xzg. Este puede ser definido como la unién de
todos los conjuntos conexos que contienen a xq, ya que la unién de conjuntos
conexos no disjuntos es conexa. A tal conjunto se le denomina la componente
conexa, o simplemente componente, de X que contiene a x.

De igual definimos las componentes de un conjunto en X. Si A C X y
xo € A, la componente C' de A que contiene a x( es el subconjunto conexo
maximo de A que contiene a xy. Es decir, si B es un conjunto conexo tal
que zg € By B C A, entonces B C C.

Es claro que un espacio X es la unién disjunta de sus componentes.

Teorema 5.19. Si U es un conjunto abierto en un espacio normado X,
entonces sus componentes son abiertos en X.

La condicién de X de ser un espacio normado es necesaria. Por ejemplo,
las componentes del espacio Q (como subespacio de R) son puntos, y estos
no son abiertos en Q.

Demostracién. Sea xg € U, y sea C' la componente de U que contiene a
xg. Sea y € C. Entonces y € U y, como U es abierto, existe € > 0 tal que
B.(y) C U. Como B.(y) es conexo (porque es convexo), Be(y) C C. O

Se sabe que un conjunto abierto en R es la unién disjunta contable de
intervalos abiertos (ejercicio 7 del capitulo 1). Estamos listos para gener-
alizar este resultado en R". Recordemos que en R, los conjuntos conexos son
intervalos, por lo que los conjuntos conexos abiertos son intervalos abiertos.

Teorema 5.20. Sea U un conjunto abierto en R™. Entonces U es la union
contable disjunta de conjuntos abiertos coneros.
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Demostracion. U es la unién disjunta de sus componentes, las cuales son
abiertas por el teorema 5.19. Entonces sélo queda por demostrar que el
conjunto de componentes es contable. Sin embargo, como el conjunto Q"
es contable, el conjunto S de puntos con coordenadas racionales en U es
contable. Como Q" es denso en R"™, cada componente de U contiene algiin
punto de S. Por lo tanto, el conjunto de componentes es contable. 0

Ejercicios

1. Muestre que si A es un subespacio conexo de X, entonces su cerradura
A es también conexo.

2. Como generalizacion al ejercicio anterior, muestre que si A es conexo y
A C B C A, entonces B es conexo.

3. Muestre que X es conexo si, y solo si, toda funcién continua f : X — Y,
donde Y es discreto, es constante.

4. Sea f:]0,1] — [0,1] continua. Entonces existe ¢ € [0, 1] tal que f(c) = c.
El nimero c es llamado un punto fijo de f.

5. Sea S! el circulo unitario de radio igual a 1 en R?, es decir, el conjunto
St ={z eR?:||z|]| = 1}.
S1 es un subespacio de R%. Suponga que f : S — R es continua. Muestre
que existe un punto z € S! tal que f(x) = f(—=x).

6. Muestre que una bola B, (xg) en en espacio normado X es un conjunto
convexo, dado que B1(0) es convexo.

7. Muestre que si A es convexo, entonces su cerradura A es convexo.






Capitulo 6

Espacios completos

1. El teorema de Cantor

En este capitulo estudiaremos mas a fondo los espacios métricos comple-
tos. Lo primero que haremos es establecer la equivalencia entre completitud
y la llamada propiedad de Cantor, la cual demostraremos en esta seccién.

Si A es un subconjunto no vacio del espacio métrico (X, d), definimos el
diametro de A como

sup, yea d(w,y) si A es acotado

00 si A no es acotado.

diam A = {

Si A es acotado, entonces el conjunto

{d(x,y) : x,y € A}

es acotado ya que, si para algin zg € X, d(z,z9) < M para todo = € A,
entonces

d(z,y) < d(x,zo) + d(zo,y) <2M

para todo z,y € A. Entonces diam A existe por la completitud de los
numeros reales. Mas aun, el diametro satisface las siguientes propiedades.

Proposicién 6.1. Sean A, B C X no vacios. Entonces

1. diam A =0 si, y sdlo si, A ={zx} para algin x € X;
2. Si AC B, entonces diam A < diam B.

Demostracion. 1. La primera parte se sigue porque d(x,y) = 0 si,
y sélo si, x = y.
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2. Si A C B, entonces
{d(z,y) : v,y € A} C {d(z,y) : z,y € B},

por lo que entonces diam A < diam B}.
O

Ahora demostraremos el teorema de Cantor, el cual ofrece una propiedad
equivalente a completitud en términos del didmetro de sucesiones de con-
juntos.

Teorema 6.2 (Cantor). El espacio métrico (X,d) es completo si, y sdlo s,
para toda sucesion decreciente de subconjuntos A,, no vacios y cerrados en
X, tales que lim,, .., diam A,, = 0, tenemos que

ﬂ An - {.%‘0}
n=1

para algin xg € X.

Una familia contable {A,} es una sucesion decreciente de conjuntos si
An+1 C A, para cada n.

Demostracién. Supongamos que (X, d) es completo, y sea A,, una sucesién
de conjuntos no vacios cerrados en X, decreciente y tal que

lim diam A4,, = 0.
n—oo

Tomemos una sucesién (z,) en X tal que z, € A,. Observamos que tal
sucesion es de Cauchy. Para verificar esto, sean ¢ > 0y N > 0 tal que
diam Ay < €. Para todon > N, A, C Ay y por lo tanto diam A,, < ¢, lo
cual implica que si m,n > N, entonces

d(zp, Tm) < €.
Entonces (x,,) es una sucesién de Cauchy y, por la completitud de X, con-

verge. Digamos x,, — xo. Ahora demostraremos que (] A, = {xo}, mostran-
do que xy € A, para tod n.

Para demostrar que zg € A,, para todo n, fijamos un ng y demostraremos
que
B (o) N Apy # 0
para todo € > 0. Esto implica que z¢ € A, y, como A,, es cerrado, g € A, .
Sea ¢ > 0. Como z,, — xg, existe N > 0 tal que

d(xp,x0) < €
para todo n > N. Si tomamos n > N y n > ng, entonces

Tn € Be(p) y Tn € Ap C Ay,
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Entonces
Ty € Be(xo) N Ap,.
Por lo tanto xg € Ay, y, como ng es arbitrario, xg € A,, para todo n.
Ahora bien,

diam < ﬁ An> =0,
n=1

ya que [ A, C Ay para todo Ay y ademéds diam Ay — 0. Por la proposicién
6.1, A4, = {z0}.

Para mostrar la inversa, sea (x,) una sucesién de Cauchy en X. Defini-
mos los conjuntos

T, ={xk : k> n},
An=T,.

Claramente, cada A, es no vacio, cerrado, y A,11 C An, n = 1,2,....
Ademas,

diam A,, = sup d(zy,xy),
m,k>n
por el ejercicio 1. Como (z,) es de Cauchy, dado € > 0 existe N > 0 tal que
€

d(Tp, Tp) < 5

para todo m,n > N, y por lo tanto
€
diam A,, < diam Ay < 3 <e€

para todo n > N. Entonces diam A,, — 0. Por la hipétesis del teorema,
N An = {zo} para algin z¢ € X, y no es dificil ver que z,, — xg (ejercicio
2). O

Ejemplo 6.3. Considere el espacio R. Entonces, dada una subsucesién de
intervalos encajados [an, by D [an+t1, bnti],

(0.]

() [an, ba] # 0.

n=1
De hecho, esta propiedad de inteseccién no vacia de intervalos encajados
es equivalente a la completitud de R. No podemos utilizar directamente el
teorema de Cantor, ya que la definicién de diametro depende de la com-
pletitud de R. Sin embargo, podemos reescribir la hipdtesis del teorema de
la siguiente manera:

Sean A, # (), cerrados, A, D A,.1, tales que para todo ¢ > 0
existe ng tal que para todos z,y € A,,, d(z,y) < e. Entonces
N An = {xo} para algin xg € X.
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Este enunciado evita el uso del didametro de un conjunto, y la equivalencia
con la completitud de R se muestra de la misma manera con la que fue
demostrado el teorema de Cantor (ejercicio 3).

2. El teorema de Baire

En esta seccién mostraremos el teorema de Baire y daremos algunas
aplicaciones. Aunque este teorema es una simple consecuencia del teorema
de Cantor demostrado en la seccién anterior, su uso ofrece un método muy
poderoso para resolver diversos problemas de analisis.

Recordemos que si S, A C X, decimos que S es denso en A si, para todo
e>0yxc A B(x)NS #0; es decir, S D A.

Es claro que la unién de conjuntos densos es también un conjunto den-
so. Esto no es necesariamente cierto acerca de la interseccién de conjuntos
densos, ya que incluso ésta puede ser vacia, como en el caso Q y R\ Q, los
cuales son densos en R y disjuntos. Sin embargo, la interseccién contable de
conjuntos densos abiertos en un espacio métrico completo es de hecho un
conjunto denso. Esta es la conclusién del teorema de Baire, que establecemos
a continuacion.

Teorema 6.4 (Baire). Sea (X,d) un espacio métrico completo y U, n =

1,2,..., conjuntos abiertos densos en X. Entonces
o
U=\
n=1

es denso en X.

Demostracion. Sean z € X y ¢ > 0. Mostraremos que la interseccién
B.(z) NU no es vacia.

Como Uj es denso, existe z; € B.(z) N U;. Tanto B.(z) como U; son
abiertos, por lo que B.(x) N U; es también abierto y podemos encontrar un
01 > 0 tal que

B(;l(:cl) C Bg(l’) NU;.

,{51 6}
T =1mMiny —, —
1 272 )

Sea

A1 = Brl (.’131)
A; es cerrado y es subconjunto de B.(x) NU;. De igual forma, ya que Us es

€
abierto y denso en X, podemos encontrar zo € X y ry < 1 tales que

Ay = Bm (:L“Q) C By, (.1,‘1) NUy C Bg(l’) N Us.
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Por induccién, construimos una sucesién decreciente de conjuntos cerrados

no vacios A, tal que

. 9
diam A?’L < W

y
A, C Be(z) NU,.

Por el teorema de Cantor, (), A, = {20} para algin g € X. Pero entonces
xg €EC A, C Bo(x) NU,
para todo n, por lo que concluimos que
xo € Be(x) NU.
O
Decimos que un subconjunto A C X es denso en ninguna parte si el

conjunto X \ A es denso. Es decir, para todoz € Ay e > 0, B.(z) ¢ A. En
otras palabras, A no contiene ningtin conjunto abierto.

Ejemplo 6.5. El conjunto vacio ) es denso en ninguna parte.

Ejemplo 6.6. Si X = R, entonces todos sus subconjuntos finitos son densos
en ninguna parte. De hecho, ésto es cierto de todos los subespacios discretos

de R, como Z 6 {1/n}.
Ejemplo 6.7. El conjunto de Cantor, definido en el ejemplo 1.41, es un
conjunto denso en ninguna parte. Para verificar esto, sea x € C'y § > 0. Si

n es tal que 3 < ¢, entonces es claro que

(x—68,z+08) ¢ I,

donde I es el intervalo de longitud 37" que contiene a x obtenido en la
n-ésima iteracién en la construccién de C' (véase el ejemplo 1.41). Entonces

(x —6,x+6) ¢ C.

Definicién 6.8. Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que X es un espacio
de primera categoria si existe una sucesion de conjuntos F,, C X, densos en

ninguna parte, tales que
X = JE..
n

Decimos que X es de sequnda categoria si no es de primera categoria.

Es decir, un espacio es de primera categoria si es la uniéon contable de
conjuntos densos en ninguna parte, y de segunda categoria si no lo es.

Corolario 6.9 (Baire). Si (X,d) es un espacio métrico completo, entonces
X es de sequnda categoria.
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Demostracién. Sea {E,} una coleccién contable de subconjuntos de X
densos en ninguna parte. Demostraremos que

UJE. #X.

Sean
U, = X\ By

Entonces cada U, es abierto, denso, y, por el teorema de Baire, la interseccién
(U =X\ JEx
n n

es un conjunto denso. En particular,

X\ JE. #0
n
¥y, COIMO
UE. > JE.,
n n
X \ U E, tampoco es vacio. Por lo tanto |J £, # X. O

Tanto el teorema 6.4 como el corolario 6.9 son conocidos como “el

teorema de Baire”, y nosotros utilizaremos este nombre para referirnos a
cualquiera de estos dos resultados.

3. Consecuencias del teorema de Baire

3.1. Cardinalidad. Una consecuencia directa del teorema de Baire es la
incontabilidad de R. Si R fuera contable, entonces seria la unién contable de
cada uno de sus puntos y, como hemos visto que cada subconjunto finito de
R es denso en niguna parte, esto contradice la completitud de R. Podemos
generalizar este resultado de la siguiente manera.

Teorema 6.10. Sea (X, d) un espacio métrico completo tal que cada uno
de sus puntos es un punto de acumulacion de X. Entonces X es incontable.

Demostracion. Si x es un punto de acumulacién de X, entonces todas las
bolas B.(x) contienen puntos de X distintos a z, por lo que entonces el
conjunto X \ {z} es denso. Como {z} es cerrado, {x} es denso en niguna
parte. Si X fuera contable, seria la unién contable de cada uno de sus puntos,
una contradicciéon con la completitud de X, por el teorema de Baire. O]

Ejemplo 6.11. El conjunto de Cantor es un subespacio completo de R
(porque es cerrado en R y por el teorema 2.21) y no tiene puntos aislados
(ejercicio 18). Por el teorema 6.10, C' es incontable.
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3.2. Conjuntos G5 y F,. Sabemos que la interseccion infinita de con-
juntos abiertos en un espacio métrico no es, en general, un conjunto abierto,
y lo mismo sucede con uniones infinitas de conjuntos cerrados. Sin embargo,
cuando nos referimos a uniones o intersecciones contables, podemos obtener
algunos resultados ttiles para resolver varios problemas de andlisis.

Definicién 6.12. Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que A C X es un
conjunto G5 en X si A es la interseccién contable de conjuntos abiertos en
X.

Decimos que A es un conjunto F, si es la unién contable de conjuntos
cerrados en X.

Ejemplo 6.13. Todo subconjunto contable de X es un conjunto F, en X.
Esto se debe a que cada punto de X es cerrado en X.

Ejemplo 6.14. Si x € X, entonces
oo
{SC} = ﬂ Bl/n(aj)a
n=1

por lo que entonces el conjunto {z} es un conjunto G5 en X.

Ejemplo 6.15. Si A es un conjunto G5 en X, entonces X \ A es un conjunto
F,. Esto se sigue por la leyes de De Morgan (ejercicio 4). De la misma forma,
si A es F,, entonces X \ A es G5 en X.

Ejemplo 6.16. Por el ejemplo anterior, si X \ A es contable, entonces A es
un conjunto G en X.

Ejemplo 6.17. Los conjuntos Q y R\ Q son conjuntos F, y Gs en R,
respectivamente.

El ejemplo 6.17 da origen a la siguiente pregunta: jes el conjunto Q
un conjunto G5 en R? La respuesta a esta pregunta es negativa, como lo
establece el siguiente teorema.

Teorema 6.18. FEl conjunto Q no es Gs en R.

Demostracion. Supongamos que

Q = ﬂ Una
n=1

donde los conjuntos U,, son abiertos en R. Como QQ es denso, cada U, es
denso, y por lo tanto los conjuntos E, = R\ U,, son densos en ninguna
parte. Entonces podemos escribir

q€Q
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la unién contable de conjuntos densos en ninguna parte (Q es contable).
Esto contradice el teorema de Baire y la completitud de R. U

3.3. Continuidad de funciones. Consideremos las siguientes funciones
en R

B 1 size@Q
(6:1) fle) = {0 sizeR\Q,
1
6.2) o) = p Sieryng, med(p,q) =1
0 sizeR\Q,

donde med(p, q) denota el méximo comun divisor de los enteros p y ¢. La
funcion f es discontinua en todos los puntos de R, mientras que g es continua
precisamente en los niimeros irracionales (ejercicios 5 y 6).

Tales funciones nos hacen pensar en la siguiente pregunta: jexiste una
funciéon en R que sea continua precisamente en los nimeros racionales, es
decir, continua en Q y discontinua en R\ Q7 Demostraremos que tal funcién
no existe en lo que resta de esta seccion. De nuevo, utilizaremos el teorema
de Baire para demostrar este resultado.

Definicién 6.19. Dada una funcién f: X — Y, donde (X,d) y (Y,d') son
dos espacios métricos, definimos el conjunto de continuidades de f como el
conjunto

Cy={x € X : f es continua en x}.

Para contestar la pregunta anterior, estudiaremos algunas propiedades
del conjunto C. Para ésto, consideremos las funciones

Oz, 6) = sup{d'(f(y), f(2)) : y,z € Bs(x)} si f es acotada en Bj(x)
SO = 00 de otra forma
y

Of(x) = (152%(9(93,5).

Definicién 6.20. La funcién O¢(z) es llamada la oscilacion de f en x.
Nétese que si 0 < ¢', entonces Of(x,d) < O¢(z,d’), por lo que
Of(x) = %irr(l) Of(x,0)
si Of(z,d) < oo para algtin 0 > 0.

1
Ejemplo 6.21. Considere X = (0,1) y f(z) = —. Entonces
T

ofG,a) = 00
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si 6 > 1/4. Sin embargo, como f es continua en 1/4, para cada & > 0 existe
0 > 0 tal que

F(Bs() € B(1(3)) = B,
por lo que

OfG,é) < %.

Entonces Of(1/4) = 0.

En general, si f es continua en z, entonces Of(x) = 0.

Proposicién 6.22. Sean (X,d) y (Y,d') dos espacios métricos, f : X =Y
yx € X. Entonces [ es continua en x si y solo si Of(x) = 0.

Demostracion. Supongamos que f es continua en x y sea € > 0. Entonces
existe o > 0 tal que

f(Bs(x)) C Beya(f()).

Entonces, si y, z € Bs(x),

d'(f(y), f(2)) < d'(f(y), f(x)) +d'(f(2), f(2)) <

por lo que entonces

| M

Of(x,0) <e.
Como € > 0 es arbitrario, esto demuestra que O(x) = 0.

De manera inversa, supongamos que Of(z) = 0, y sea € > 0. Como
lim O¢(x,6) = 0,
lim Oy (z, 6)
existe § > 0 tal que Of(x,0) < €; es decir, para y, z € Bs(x),

d'(f(y). f(2) <e.

Pero esto implica que f(y) € B:(f(z)) para todo y € Bs(z) y, por lo tanto,
f es continua en x. O

Tenemos entonces que
Cr={z € X :04(z) =0}
Ejemplo 6.23. Considere X = [0,1] y f la funcién

x=0
O<ax<l1.

flz) =

8|l

Entonces O¢(0,§) = oo para todo § > 0.
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Ejemplo 6.24. Consideremos ahora X = [0,1] y f la funcién

0 x=0
J(@) = sin(%) 0<x<l1.

Véase la figura 1. Entonces Of(0,6) = 2 para todo 6 > 0.
1

0.5

0.2

-0.5

Figura 1. Gréfica de la funcién f en [0, 1].

Ejemplo 6.25. Si f : R — R es la funcién definida por (6.1), entonces
Of(x,0) = 1 para todox € Ry 6 > 0.

Ejemplo 6.26. Si g : R — R es la funcién definida por (6.2), entonces
Oy(x) = g(z) (ejercicio 7).

Los ejemplos anteriores describen la funcién oscilacién en distintos pun-
tos del dominio de una funcién. Sabemos que Of(x) = 0 si f es continua en
xy Of(x) > 0si f no es continua en = (o 0o, si f no es acotada en ninguna
vecindad de x). Ahora bien, si definimos el conjunto

O¢(e) ={r € X : Of(x) < e},
tenemos el siguiente resultado.

Lema 6.27. El conjunto Of(c) es abierto en X.

Demostracién. Sea x € Of(e). Queremos encontrar un § > 0 tal que
Bé(l") C Of(g)a
es decir, Of(y) < € para todo y € Bs(x). Ahora bien, como = € O¢(e),

existe un nimero dg tal que Of(x,dp) < €. De hecho, para algin gy > 0,
Of(x,d0) < € — €, es decir,

d'(f(y), f(2)) <e—eg para todo y, z € By, ().
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Sea 0 = dp/2. Demostraremos que Bs(x) C Of(e). Para ésto, sea y € Bs(x).
Si d(z,y) < 0, entonces

d(z,2) < d(z,y) +d(y,z) <&+ 6 = b,
por lo que
Bs(y) C Bs, (x)
y entonces
d'(f(2), f(z) <e—e0

para z,7 € Bs(y). Esto significa que Of(y,6) < € —€g, y por lo tanto
Of(y) <e. U

El siguiente teorema es el resultado principal de esta seccion.

Teorema 6.28. El conjunto C'y es un conjunto Gs.

Demostracién. Ya hemos visto que Cy = {z € X : Of(x) = 0}, por lo que
entonces

Cr= () 0s(1/n).

n=1
Cada O¢(1/n) es abierto por el lema 6.27 y, por lo tanto, C'y es un conjunto
Gs. O

Como el conjunto de los racionales no es un conjunto G, por el teorema
6.18 tenemos entonces la respuesta a la pregunta hecha al inicio de estas
notas.

Corolario 6.29. No existe una funcion f: R — R tal que Cy = Q.
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Ejercicios

1. Muestre que para todo subconjunto A del espacio métrico (X, d),
diam A = diam A.
2. Sea A, una sucesién de subconjuntos de (X, d) tales que diam A,, — 0.
Muestre que si (A, = {z} y =, € A, para cada n, entonces z,, — x.

3. Muestre la equivalencia entre los siguientes enunciados:
* Sea S un subconjunto no vacio de R, acotado por arriba. Entonces
S tiene un supremo.
** Sea [an, by] una sucesién de intervalos encajados, es decir

[an—l—la bn—i—l] - [am bn]

Entonces (\[an, bn] # 0.
El enunciado (**) es utilizado como “Axioma de Completitud” en el
texto de Courant y John [1].

4. Sea A un conjunto G5 en X. Entonces X \ A es F, en X. Si A es F, en
X, entonces X \ A es Gy.

5. Muestre que la funcién f : R — R definida por (6.1) es discontinua en
todo punto de R.

6. Muestre que la funcién g : R — R definida por (6.2) es continua en los
irracionales y discontinua en los racionales.

7. Muestre que si g : R — R esta definida por (6.2), entonces Oy(x) = g(z).



Capitulo 7

Ecuaciones
diferenciales ordinarias

1. Problema de Valor Inicial

En este capitulo estudiaremos la ecuacion diferencial ordinaria
(7.1a) a'(t) = F(x(t), 1),

donde F' : R" x R — R" y z(t) : R — R". En particular, daremos una
respuesta a la siguiente pregunta: ;Bajo qué condiciones en F' la ecuacion
(7.1a) tiene solucién en un intervalo (—¢,¢) que satisface

(7.1b) z(0) = zo,

o € R™, como condicién inicial?

A la pareja de ecuaciones (7.1) se le denomina problema de valor inicial, y
nos referiremos a él como PVI. Observemos que si integramos con respecto
a la variable ¢ la ecuacién (7.1a), y haciendo uso del valor inicial (7.1b),
llegamos a la ecuacion integral

(7.2) x(t) = o + /0 F(x(s), s)ds.

Si F' es continua, la ecuacién (7.2) es equivalente al PVI (7.1), por el teorema
fundamental del célculo. Esto quiere decir que si la funcién z(t) es una
solucién de (7.1), entonces es también una solucién de (7.2) y viceversa.
Asi que estudiaremos el PVI (7.1) a través de la ecuacion integral (7.2).

107
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2. El teorema de contraccion

Resolveremos el PVI (7.1) a través de un teorema de punto fijo. En
particular, haremos uso del teorema de contraccion de Banach, el cual de-
mostraremos en esta seccion.

Definicién 7.1. Dada una funcién f : X — X de un conjunto en si mismo,
decimos que x es un punto fijo de f si f(x) = x.

Un “teorema de punto fijo” es un enunciado que garantiza la existencia
y unicidad de un punto fijo, bajo ciertas condiciones, de una funcién dada.

Definicién 7.2. Sean (X,d) y (Y,d’) dos espacios métricos, y ¢ : X — Y.
Decimos que ¢ es una contraccion si existe un numero «, 0 < o < 1, tal que

d(¢(z), 6(y)) < ad(x,y)
para todo x y y en X.

Es decir, una contraccién reduce distancias entre puntos. Notemos que
en el caso o = 0, ¢ es una funcién constante. En general, decimos que la
funcién f: X — Y, donde (X,d) y (Y,d’) son dos espacios métricos, es una
funcion de Lipschitz con constante L, si para todo x,y € X,

d'(f(x), f(y)) < Ld(z,y).

Por lo tanto, una contracciéon es una funciéon de Lipschitz con constante
menor que 1. Mas ain, toda contraccién es continua, por el ejercicio 1.

Teorema 7.3 (Contraccién de Banach). Sea (X, d) un espacio métrico com-
pleto. Si la funcion ¢ : X — X es una contraccion, entonces ¢ tiene un unico

punto fijo.

Demostracién. Sea o € X y construimos la sucesién (z,) en X de la
forma

1= ¢(20), Tnp1=0(Tn), n=12....
Mostraremos que (z,) es una sucesiéon de Cauchy y, por la completitud de
X, converge.

Sean n > m. Entonces

AT, Tm) = d(d(xn-1),¢(xm-1)) < ad(Tn_1,Tm-1)
S o d(xn 2y Tm— 2) < « d(zn m;xO)
< aM(d T m,:z:n m— 1)+...+d(a:1,a:0))
< a™(a"™ o+ 1)d(z1,20)
a™(l — « a™
= (1_a )d(whil?o) < 1_ad($1,$0)~
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Como 0 < a <1, ™ — 0. Entonces, si e >0y N es tal que

aN

11—«
entonces d(xn,Ty) < € para n,m > N, por lo que (x,) es una sucesién
de Cauchy. Suponemos entonces que x,, — T. Demostraremos que I es un
punto fijo mostrando que d(Z,¢(Z)) < €, para todo ¢ > 0. Como z,, — Z,
sea N > 0 tal que d(z,,Z) < €/2 para todo n > N. Entonces

A(#.0(@) < d@zx) +deya, ()
< 5 Hd@(en). () < 5 +ad(ey. D)

d(x1,x0) < €,

2
< E-l-oz£<s
2 2 ’

Para mostrar la unicidad, supongamos que Z y y son dos puntos fijos de ¢.
Entonces

d(z,5) = d(o(T), 9(9)) < ad(Z,9),

y, como « < 1, ésto es posible sélo si T = g. 0

3. Existencia y unicidad de soluciones

Consideremos entonces la ecuacién integral (7.2), donde
F:R"xR—R" y xo € R™.
Sea r > 0 y definimos el operador
o C([-rr],R") — C([—r,r],R")
dado por

(7.3) O(x)(t) = o + /0 F(xz(s), s)ds.

El operador ® esta bien definido, ya que si x y F' son continuas, entonces
s — F(z(s),s) también es continua, por lo que es Riemann-integrable y la
integral (indefinida) es una funcién continua. De hecho, si F' es continua,
esta integral es diferenciable y

(®(2))(t) = F(a(t), 1),
por el teorema fundamental del cdlculo. Entonces ® toma valores en
Cl([_r’ T], Rn)’
el espacio de funciones de [—r,7] en R™ diferenciables y con derivada conti-
nua.

Esta observacion nos lleva a la siguiente conclusion: para encontrar las
soluciones a la ecuacion (7.2), es necesario y suficiente encontrar los puntos
fijos del operador ®. Utilizaremos el teorema de contraccién de Banach,
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por lo que necesitamos condiciones para las cuales el operador ® es una
contraccion.

Observemos que si x,y € C([—r,r],R™), entonces

P8, 0) = s (90~ 2)0)
= t:ﬁgr] /o (F(z(s),s) — F(y(s), s))ds
|t]
< s | IP@(s).9 = Plats). o) as

Entonces necesitamos de una estimacién apropiada de la diferencia

|[F(x(s),8) = F(y(s),5)|.

Teorema 7.4. Sea F : R™ x [—r,r] — R" wuna funcion continua, tal que
es de Lipschitz en la primer variable con constante M independiente de la
sequnda variable. Es decir, para x,y € R™ y t € [—-r,r],

(7.4) |Fz,t) — F(y,t)] < Mz —y|.
Entonces, existe ¢ > 0, con € < r, tal que el operador
®: C([—¢,¢],R") — CY([~¢,e],R") C C(]—¢,¢],RY),
dado por
O(x)(t) = zo + /OtF(x(s),s)ds, t € [—e,el,

tiene un unico punto fijo.

Demostracién. Sean 0 < a < 1y 0 < ¢ < min{r,a/M}. Entonces, para
t € [—e,el,

[¢]
2@ - 20| < [ [Fla(s)s) ~ Flyls).s)|ds
0
[]
< i M |xz(s) —y(s)|ds
It]
< [z = ylluds = Mz =yl o

< allz = yllu,
uniformemente en t € [—¢,¢]. Por lo tanto

12(2) = 2(y)llu < allz = yllu,

y entonces ® es una contracciéon en C([—¢,¢|,R™). Por el teorema de con-
traccién de Banach, ® tiene un tinico punto fijo. O



3. Existencia y unicidad de soluciones 111

Corolario 7.5. Si F' satisface las condiciones del Teorema 7.4, entonces
existe un € > 0 tal que el PVI (7.1) tiene una unica solucion en el intervalo

(—e,€).

El corolario 7.5 garantiza la existencia y unicidad de la soluciéon del
problema de valor inicial de primer orden (7.1). Sin embargo, es posible
extender este resultado a ecuaciones diferenciales ordinarias de orden k,
para k > 1, de la forma

(7.5a) e W () = P 1 (1), 2" 2 (1), .. 2/ (1), 2(t), 1),
donde
F:R" <X R" x ---R" x[-r,7] — R",
k \:erces
y con condiciones iniciales
(7.5Db) z(0) = zo, 2'(0) =z, 2 =D (0) = 24,1,
o, L1y LTh—1 € R™.

Corolario 7.6. Si la funcion F satisface las hipdtesis del Teorema 7.4,
vista como una funcidn en R™ x [—r 7], entonces emiste ¢ > 0 tal que
el problema de valor inicial (7.5) tiene una tunica solucidn en el intervalo
(—e,e) C[=r 1],

Demostracion. Considere las nuevas funciones

yi(t) = ()
y(t) = 2'(t)
ye(t) = a* (1)
y(t) (1), y2(t), - .., yk(t))
Gy,t) = (Y2o--» Uks F(Yks Y15 - - -, 41, 1)) s
y el punto
Yo = (L0, T1,- .-, Tp—1).
Entonces, el PVI (7.5) es equivalente a
y'(t) = Gly).1),
y(0) = wo,

y, como F' satisface las

condiciones de Lipschitz, entonces

G :R™ x [-r,r] — R™

también satisface las condiciones de Lipschitz del teorema 7.4 (aunque con

distintas constantes), por lo que el corolario se concluye de una aplicacién
del corolario 7.5. 0
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Ejercicios

Muestre que si f es una funciéon de Lipschitz, entonces f es continua.

2. Muestra que la funcién f : [0,00) — R dada por
f@)=vz

no es una funcién de Lipschitz.

3. Muestra que el PVI
' (t) = \/xz(t)
{x(O) = 0.
tiene una infinidad de soluciones.
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