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P1. En este problema se presenta una condicién necesaria y suficiente para que el mapeo g — Ty
entre L>°(u) y (L'(u))* definido por Ty(f) = [ fgdu sea una isometria.

a) Muestre que para todo g € L°(u) el funcional lineal Ty(f) = [ fgdu es continuo en
L'(p), y tal que [|Ty] < llg]l

b) Considere un conjunto no vacio X y la medida definida en cada subconjunto de X por
w(@) =0, u(A) = +oo si A # @. Muestre que L'(u) = {0} y L®(u) = {f : X - R :
f es acotada en X} y concluya que g € L () satisface || T,]| = ||g]/,, si y sélo si g = 0.
c) Un espacio de medida se dice semifinito si todo conjunto medible de medida infinita
posee un subconjunto de medida finita estrictamente positiva. Pruebe que en un espacio
de medida (X, F, u), g — T, es una isometria si y sélo si el espacio es semifinito.
P2. Desigualdad de Minkowsky para integrales

Sean (X,7,u) y (Y, F,v) dos espacios de medida o-finitos y f : X x Y — R una funcién
7 ® F-medible. Pruebe que si f > 0y 1 < p < 0o, entonces

Ux(/yf(x’y)d”(y) dpl ] /[/fxypdu ] dv(y)

Indicacién: Considere ¢ el indice conjugado de p y estudie la aplicacién
geL!—T(g /[/fxypdl/ } g(x)du(x)

P3. a) Sea (X,7T,u) un espacio de medida tal que existen conjuntos medibles E1, Fs, ..., E,

n

tales que 0 < p(E;) < o0, @ = 1,...,n, X = |J E;, y cada E; no contiene ningin
=1

subconjunto propio no vacio y medible. Muestre que (L*(u))* = L'(u), es decir, la

funcién
TiLNw) o (L)
g = T = / e

es sobreyectiva.

b) Sea X = [0, 1], dotado de los Borelianos y de la medida de Lebesgue. Probaremos que en
este contexto L' C (L™)*. Para ello:
(i) Suponga lo contrario. Pruebe que 3h € L! tal que Vf continua, f(0 fo dz.

(11)PruebequeVO<a<b<1fh dz = 0.
(iii) Pruebe que fo x)dz = 1. Concluya.

c¢) Sea u una medida o-finita, 1 < p < 00, ¢ el exponente Holder-conjugado de p. Sea f una
funcién medible tal que fg € L'(u), Vg € L9(u). Demuestre que f € LP(p).



