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P1. En este problema [a,b] C R es un intervalo acotado, y en él se considera la medida de Lebesgue.

a) (Lema de Fubini) Sea (f,,), una secuencia de funciones crecientes en [a, b]. Suponga que la serie

n=1

converge para todo z € [a, b]. Pruebe que

=> fi(2)

c.t.p. en x.

b) Sea f una funcién continua en [a,b] y 0 < V < oo su variacién en este intervalo. Muestre que
para todo A < V existe § > 0 tal que

> fi) = flaa) > A
i=0n—1
siempre que
a=290<x1<...<xp=0>b y max(x41 —x;) <9I.
7
¢) (Teorema de Banach) Sea f una funcién continua en [a, b]. Demuestre que entonces
+0oo
V(filat) = [ niar
—0oQ

donde n(t) denota el nimero (posiblemente infinito) de soluciones z de la ecuacién f(x) = t.

d) Sea F una funcién definida en [a,b] y 1 < p < co. Muestre que para que exista f € LP([a,b])
tal que

F(z) = F(a) + /If(t)dt, Vz € [a,b]

es necesario y suficiente que

donde A recorre todas las particiones A = (a =29 < 1 < ... < x,, = b) de [a,b]. Ademads en
este caso se tiene que el supremo es igual a || f|D.



P2. Sea (X, F) un espacio medible.

a) Sean gy v dos medidas en F. Muestre que si v es finita, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) v<p.
2) Para toda sucesién (A4,), C F con h’Trln p(Ay) =0, se tiene H,?l v(A,) =0.
3) Para todo £ > 0 existe § > 0 tal que si A € F, u(A) < 0 entonces v(A) < e.
b) Sean p, (vy,), medidas finitas en F tales que v, < p para cada n. Suponga que lim v, (A) existe
para cada A € F. Demuestre que: "

i) Para cada € > 0 existe § > 0 tal que si A € F, u(A) < § entonces v, (A) < € para todo n.
ii) La funcién v : F — [0, 00| definida por v(A) = limv,,(A) es una medida tal que v < p.



