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P1. a) Sea f:R? — R una funcién que verifica:

Vz € R f(x,-) es de clase C', Vt € R f(-,t) € L'(R, dx)
I 1 of
y que ademds existe g € L' (R, dz) tal que Vz,t € R E(x,t) < g(x).
Pruebe entonces que la funcién F(t) := / f(z,t)dx es de clase C!, con derivada dada por
R

F'(t) = A E(m,t)dx.

b) Sea (X,B,u) espacio de medida finita. Sea f : X — R tal que f € LP V1 < p < oo. Se
probaréd que lim [|f||, = || f|l., (pudiendo ser este valor infinito). Para ello:
p—00

i) Pruebe el resultado si || f|| ., = 0.
ii) En caso contrario, pruebe directamente que limsup || f||,, < || f[-
P

iii) Pruebe que Vo < ||f]| h’rr;inf | fll, > a. Concluya.

P2. Consideremos (X, 7, 1) un espacio de medida tal que u(X) = 1. Diremos que A = {Ay,..., 4,}
es una particion finita si A es una particién de X, y los conjuntos A;,7 = 1,...,n son medibles
y de medida positiva. Para una particién finita A considere

Taf = ; <M(1A> /A | f(w)du(w)) L,

i) Pruebe que si f € L', entonces T4 f € L', que T4 es lineal y que en L' tiene norma menor
o igual a 1.

Dadas dos particiones finitas A y B, se dice que B es mas fina que A si todo elemento de B
estd contenido en uno de A y los elementos de A son uniones de elementos de B. Esta relacién
de orden se denotard A < B.

ii) Pruebe que para f € L' se tiene el siguiente resultado: dado & > 0 existe A particién finita
tal que
VB particién finita, A < B = ||Tgf — f||; < ¢
P3. Algunas generalizaciones del TCD
Sea (X, F, u) un espacio de medida.
a) TCD para convergencia en medida

i) Pruebe que si f € L'(X,F, 1) entonces

lim dyp = 0.
1(A)—0 Af :



ii) Sean 0 < f, < g, con f,,g medibles tales que f, 0 y ¢ integrable. Pruebe que
/ fndu — 0.
X

iii) Concluya la versién del TCD para convergencia en medida: si fy, f, g son medibles tales
que fo B fo1fal < gy g€ LY, entonces f, — f en L.

b) Teorema de Young
Sean fy, gn, hn sucesiones de funciones p-integrables tales que

gn < fn < hy, p—ct.p.

o= f, 9n — g, hn — h.

Donde g y h son funciones integrables.

Pruebe que si / gndpt — /gd,u y / hndp — /hdu, entonces f es integrable y
X X

lim fndu:/ fdu.



