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P1. Sea (X, τ, µ) un espacio de medida finita.

a) Pruebe que si f : X → R es τ -medible entonces son equivalentes:

f es integrable.
∞∑
k=0

kµ {x : k ≤ |f | < k + 1} <∞.

b) Demuestre que una función f : X → R es µ-medible si y sólo si para cada A medible con
µ(A) > 0 y ε > 0 existe B ⊆ A medible tal que µ(B) > 0 y sup

x,y∈B
|f(x)− f(y)| ≤ ε.

P2. Sea (X, τ, µ) un espacio de probabilidad (µ(X) = 1) y H : X → R una función medible. Se define
la función de distribución de H, denotada por F : R→ [0, 1], como:

F (α) := µ ({x ∈ X : H(x) ≤ α})

Demuestre que:

a) F es creciente y continua a la derecha.

b) Para toda función φ : R→ R boreliana se tiene que:∫
X
φ(H(x))dµ(x) =

∫
R
φ(α)dµF (α)

Donde µF es la medida de Lebesgue-Stieltjes asociada a F .
Este resultado justifica el cálculo en la forma usual de la esperanza de una variable aleatoria.

P3. Sea (X, τ, µ) espacio de medida finita, fn : X → R, n ∈ N una sucesión de funciones µ-medibles,
f : X → R µ-medible. Decimos que esta sucesión:

Es de Cauchy en medida si ∀c > 0 se tiene

ĺım
N→∞

sup
m,n≥N

µ({x ∈ X, |fn(x)− fm(x)| ≥ c}) = 0

Converge en medida a f (se denota fn
µ−→ f) si ∀c > 0 se tiene

ĺım
n→∞

µ({x ∈ X, |fn(x)− f(x)| ≥ c}) = 0

a) Muestre que si fn
µ−→ f entonces fn es de Cauchy en medida, y el ĺımite es único µ-c.t.p.

b) Pruebe que la convergencia µ-c.t.p. implica la convergencia en medida, pero el rećıproco no
es cierto.

c) Demuestre que si fn es de Cauchy en medida entonces existe una función f µ-medible y una

subsucesión fnk
tal que fn

µ−→ f y fnk
→ f µ-c.t.p.
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