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P1. Un espacio de medida (2, A, ) se dice semifinito si para todo £ € A con pu(F) = +o0o
existe F € A, con FC E'y 0 < pu(F) < +oo.

a) Muestre que si (€2, A, i) es semifinito, se tiene que para todo E € A con u(E) = +oo
yr>0existe F € A con FCEyr<u(F)<+oo.

b) Pruebe que la funcién A : A — [0, +o0] dada por
MA) =sup{u(B) : Be A, BC Ay u(B) < +oo}
define una medida semifinita, que coincide con pu si (€2,.A, 1) es semifinito.

P2. Sea (2, A, ;1) un espacio de medida y sea 4, su completaciéon y p* la medida exterior
generada por p. Demostrar que para cada A C €,

p(A) =if{u(B): Be A AC B},
y que si definimos la "medida interior”
p«(A) = sup{u(B) : B€ A, B C A},

entonces si A € A, se tiene que p,(A) = p*(A) = p(A) y reciprocamente si p,.(A) =
p*(A) < 400 entonces A € A,,.

P3. Algunas curiosidades
a) Sea A un conjunto de medida de Lebesgue positiva. Muestre que el conjunto A— A =

{a; — ay : a1, as € A} contiene un intervalo.

b) Pruebe que una base de Hamel de R sobre Q tiene medida interior de Lebesgue nula,
y que existen bases de Hamel medibles.
Obs: También se puede probar que existen bases no medibles, pero esto no es ele-
mental.

Teorema: Sea p una medida finita en una o-algebra B sobre un espacio X y .S un conjunto
tal que u.(S) = a < p*(S) = 5. Entonces para cada v € [a, ] existe una medida v en la
o-algebra o(BU{S}) tal que v = pen By v(S) = .

c¢) Pruebe el teorema en el caso a =0, 8 = pu(X).

d) Concluya el resultado en el caso general.

En particular, una medida no tiene extensién maximal a menos de que se pueda extender
a todos los subconjuntos del espacio.



