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P1. Para un conjunto S de reales no negativos se define la suma de sus elementos > z como el
zes
supremo de las sumas a lo mas numerables elementos en S.

a) Demuestre que si > = < oo entonces S es a lo mas numerable.
zeS

Sea S una sigma-algebra infinita.

b) Pruebe que S contiene una secuencia infinita de conjuntos disjuntos.
c) Pruebe que |S| > ¢

Considere X un conjunto de cardinal Nq, correspondiente al conjunto de ordinales finitos o nu-
merables.

d) Pruebe que si una medida finita p estd definida sobre todos los subconjuntos de X y se
anula en sus singletons, entonces p es idénticamente nula.

P2. Sea (X,d) un espacio métrico, B = B(X) su tribu boreliana y p : B — R4 una medida finita.

a) Probar que todo boreliano B € B satisface la siguiente propiedad:
(Ve > 0)(IF C X cerrado)(3U C X abierto) FC BCU y u(U\F) <e

Para ello se propone el siguiente esquema:

i) Probar que la propiedad es valida si B es cerrado.
ii) Defina F = {B € B : la propiedad es cierta para B} y pruebe que F es una o-algebra.
iii) Concluya.

b) Demuestre que si (X, d) es o-compacto, entonces p es regular.
P3. Dada £ una clase de subconjuntos de un espacio X, con ) € £.

a) Demuestre que si S = o(&), entonces S se puede escribir como la unién de las sigma-algebras
de la forma o(F), con F recorriendo todos los subconjuntos numerables de £.

b) Sea 2 el conjunto de todos los ordinales finitos o numerables. Para a € €2 se definen por
induccion transfinita las clases £, como sigue:

] 50:(‘:

= &, contiene los conjuntos de la forma |J A,, donde A, € &g, con B, < a, y los
neN
conjuntos de la forma A° con A € &3, B < a.

Demuestre que (&) = | &a.
aef

c) Pruebe que si la clase £ es infinita de cardinal a lo més ¢, entonces |0(€)| = c.



