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P1. (a) 1) La cantidad buscada es

correspondiente a las formas de escoger 20 asientos para los turistas ingleses, 20 para

los franceses, y 20 asientos que quedaran vacios.

2) La cantidad buscada es
30\ /40
10/\20/"

El primer término corresponde a las formas de escoger 10 de los 30 pares de asientos
en los cuales se ubicaran los turistas franceses. El segundo término son las formas de

ubicar a los turistas ingleses en los 40 asientos restantes.

3) Notemos que de los 30 pares de asientos, exactamente 20 quedardn con sélo 1 asiento
ocupado, mientras que el resto de los pares quedaran con ambos asientos ocupados. La

cantidas buscada es entonces

()" ()

El primer término corresponde a escoger 20 de los 30 pares que quedaran con un asiento
vacio. El segundo término corresponde a la cantidad de formas de escoger cual de los 2
asientos de cada uno de esos 20 pares quedara vacio. El ultimo término corresponde a
escoger 20 de los 40 asientos previamente fijados en los cuales irdn los turistas ingleses

(los franceses se ubican en los 20 restantes).

(b) El rango de X es el conjunto {2,...,n + 1}, pues se necesitan al menos 2 lanzamientos
para que ocurra una repeticion, y a lo mas se realizan n + 1, pues en el lanzamiento n + 1
necesariamente se repite alguna de las n caras. Calculemos px (k) = P(X = k): para que
X = k debe tenerse que los primeros k£ — 1 lanzamientos tuvieron resultados distintos, y el

lanzamiento k£ fue alguno de los anteriores. Es decir:

k — 1 primeros k-ésimo
1 k—2)(k—1)
~~

casos totales

P2. (a) 1) Consideremos los eventos

B : el fosforo estd bueno

E : el fosforo enciende en el primer intento.

Queremos calcular P(B€ | E€). Por la regla de Bayes, tenemos:

E° | BY)P(B°)
P(E*)




Sabemos que si el fésforo estd malo, nunca encenderd, por lo cual P(E¢ | B¢) = 1.
Ademas, es claro que P(B¢) = m/(n + m). Para calcular P(E) utilizamos la regla de
probabilidades totales:

P(E°) = P(E° | B)P(B) + P(E® | B°)P(B°)

n
=(1—-p) x 1 x
( p) n+m * n+m
I
Luego, la probabilidad buscada es
]P)(BC|EC): 1anm _ m

l—p s (A—pn+tm

Consideremos el evento F' correspondiente a que el fésforo escogido enciende en el se-
gundo intento. Queremos calcular P(F' | E°). Por definicién de probabilidad condicional
y luego por regla de probabilidades totales, tenemos:

PB(F | %) = P(FE®) P(FE°|B)P(B)+P(FE°| B)P(B°)

- P(EY) P(E*) '

Sabemos que P(FE® | B°) = 0, pues si el fésforo estd malo nunca encendera. Por
enunciado, los eventos F y F' son independientes una vez que se sabe que el fésforo
estd bueno, por lo cual P(FEC | B) es igual a P(F' | B)P(E® | B), es decir, igual a
p(1 — p). Utilizando lo obtenido para P(E°) en el item anterior, obtenemos:

p(p| o) = P Piim __p(—p)n
L —pots (I-=pn+m

Sea G, el evento en que se deshecha el f6sforo, de modo que P, = P(B | Gy). Utilizando
la regla de Bayes, tenemos:
. _ PGy | BIP(B)
Pl il il i 2

P(Gk)
Gy, equivale a que los primeros k intentos el fésforo no enciende, por lo cual P(Gy, |
B) = (1 — p)*. Para calcular P(G}) utilizamos la regla de probabilidades totales:

P(Gy) = B(Gy | B)B(B) + P(G), | B°)P(B°)

n
:(1—p)k><n +1x

+m n+m’

donde hemos utilizado el hecho que cuando el fésforo estd malo, no prendera en todos
los intentos. Entonces:

p__ U-P'ER  (-phn
AR s (- p)fm

n+m n+m

Para encontrar el k£ deseado, imponemos P, < o y despejamos k:
(1—p)*n
(1—p)kn+m —
_ -k
n+ (1 —p)~"m > 1
n @
(1—p)* > n(l —a)
mao

(1—a)

—klog(l —p) > log r
mao
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P3.

(b)

(a)

Es decir, el minimo & tal que lo anterior se cumple corresponde a

i — Fogma —logn(1l— a)-‘
log(1 —p) '

Calculemos la densidad de Y = Z2. Para esto, calculamos su distribucién acumulada. Para
y > 0, tenemos:

VY VY
Fy(y) =P(Z? <y)=P(—y<Z <y = /ffz(z)dz = 2/0 fz(2)dz,
—Y

donde en el ltimo paso hemos utilizado la simetria de la densidad fz(z) = e=*/2/\/2x.
Derivando con respecto a y, aplicando el teorema fundamental del célculo y la regla de la
cadena, obtenemos:

d [V e 7/2 VY2 y~1/2ev/2

oy [ L
dy Jo 27 2 2\/y 2

Esto vale para y > 0. Para y < 0 se tiene que P(Y < y) = 0, pues Z? es siempre no-negativa.

Por lo tanto, obtenemos lo deseado:

Y126 u/2

fr(y) = Tl(o,oo) (y)-

1) Sea Z = F(X). Calculemos la distribucién acumulada de Z. Notemos que F' es cre-
ciente, luego F~! también lo es. Luego, para z € (0, 1), tenemos:

Fz(2) =P(F(X) < 2) =P(X < Fl(2)) = Fx(F1(2)).

Sin embargo, sabemos que Fy = F, por lo tanto Fx(F~!(z)) = z. Ademds, como
F(X) € (0,1), se tiene que P(F(X) < z) =0 para 2 <0,y P(Z < z) =1 para z > 1.
Es decir,

0 siz<0,
Fz(z) =192z size(0,1),
1 siz>1.

En otras palabras, Z es una variable uniforme en [0, 1].

2) Sea V = F~1(Y), calculemos su distribucién acumulada. Para v € R, tenemos:
Fy(v) = B(FY(Y) < v) = B(Y < F(1)) = Fy(F(v)).

Como Y ~ unif(0, 1), sabemos que Fy(y) = y para todo y € [0, 1], en particular para
y = F(v). Luego,
Fy(v) = F(v), Yv € R.
Es decir, V' posee distribucién acumulada igual a F'.
1) Por contradiccién: supongamos que existe z € Q tal que P({z}) > 0. Por hipdtesis
aplicada a B = {z}, existe A C {z} tal que
0 <P(A) < P({z}).
Pero los tunicos subconjuntos de {z} son () y {z}, lo que significa que P(A) = 0 6 bien
P(A) = P({z}). Esto contradice la desigualdad que satisface P(A).
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2)

Por contradiccién: si €2 es finito o numerable, se puede escribir como la unién disjunta
finita o numerable de sus singletons, y aplicando el axioma 3, tenemos:

1=B(Q) =P (U {x}) — S P({a}).

e z€Q

Pero por la parte anterior, sabemos que P({z}) = 0, Vx € Q. Obtenemos 1 = 0, una
contradiccién.

Sea B tal que P(B) > 0, y definamos By = B. Como P(By) > 0, existe A; C By tal que
0 < P(A;) < P(Byp). Definiendo A} = By \ Ai, se tiene que By = A; U A} y la unién es
disjunta, por lo tanto
P(Bo) = P(4r) + P(A)).
Esto implica que P(A;) < P(By)/2 6 bien P(A]) < P(By)/2 (si no fuera asi, se tendria
P(A1) +P(A}) > P(By)). Ademas, se tiene que P(A]) = P(By) — P(A1) > 0. Definimos
entonces
By — Al si P(Al) S ]P)(B())/Q
b A en otro caso.

Hemos construido B; C By cumpliendo 0 < P(B;) < P(By)/2. Repitiendo el procedi-
miento para Bj, podemos encontrar By C By C By = B cumpliendo

0 < P(By) < P(By)/2 < P(By)/4.

Asi sucesivamente, para todo n € N podemos encontrar B,, C B tal que 0 < P(B,,) <
P(B)/2™. Dado € > 0, para un cierto n suficientemente grande se tendra P(B)/2" < e.
Tomando A = B,, C B, se tiene

0 < P(A) < P(B)/2" < ¢,

como queriamos demostrar.



