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1. En una fiesta de anio nuevo a la que usted asiste, se lanza al
aire una gran cantidad de diminutos papeles blancos y rojos.
Los papeles blancos provienen de un contenedor esférico, y los
papeles rojos de una caja cibica, de manera que el didmetro
del contenedor esférico es igual a la arista de la caja (ambos
poseen igual cantidad de papeles por cm?). Al llegar a su
casa usted se percata que adheridos a su ropa hay b papeles
blancos y r papeles rojos. Argumente por qué 6b/r es una
buena aproximacién de 7; explicite sus supuestos.

2. Se sabe que el valor esperado del puntaje que obtiene un
alumno en el examen final de un ramo es de 75.

a) Dé una cota superior de la probabilidad que el puntaje
sea mayor que 85.

b) Suponga de aqui en adelante que se sabe que la varianza
es 25. ;jQué puede decirse sobre la probabilidad de que
el puntaje obtenido por el alumno esté entre 65 y 857

¢) (Cuédntos alumnos tienen que dar el examen para ase-
gurar que, con probabilidad de al menos un 99 %, el
promedio de notas esté entre 70 y 80?7 Obtenga un re-
sultado sin utilizar el teorema del limite central, y otro
utilizandolo.

3. Se sabe que el tiempo medio de espera de la micro es de 5
minutos.

a) Entregue una cota superior para la probabilidad de que
la micro demore més de 15 minutos.

b) Estudios posteriores publicados por las autoridades de
transporte revelan que la raiz de la varianza del tiempo
de espera es de 3 minutos. Con esta informacién adicio-
nal, entregue una nueva cota para la probabilidad de la
parte anterior.

¢) Usted espera la micro todos los dias durante 36 dias.
Durante la espera, usted escucha la discografia de su
grupo favorito, que dura exactamente 168 minutos,
siempre retomandola en el instante en que la dejé el dia
anterior. ;Cudl es la probabilidad que usted no alcance
a terminar la discografia? Utilice el TCL.

4. Un astrénomo quiere conocer la distancia d (en anos luz)
que hay desde la Tierra a una lejana estrella. Para medir
esta distancia el astrénomo dispone un instrumento adecua-
do, pero debido a variaciones en las condiciones atmosféricas,
el valor obtenido en cada medicién no corresponde a la dis-
tancia exacta, sino a una variable aleatoria con esperanza d
y varianza 4. Por esta razén, el astrénomo planea tomar n
mediciones independientes, y estimar d usando el promedio.
,Cuél es el minimo valor de n tal que, con probabilidad de al
menos un 95 %, su estimacién tiene un error de a lo mas +0,5
anos luz? Obtenga un resultado utilizando la desigualdad de
Chebyshev, y otro aproximando con el TCL.

5. Sea Xj,...,X,, una mas. con distribucién comuin
gamma(f, A). Calcule estimadores 6 y A usando el método
de los momentos.

6. El tiempo que transcurre entre cada llamada recibida en una
central de atencion telefénica sigue una distribucién expo-
nencial de pardmetro A desconocido. Se toma una m.a.s.
X1,...,X, de estos tiempos.

a) Obtenga estimadores para A usando el método de los
momentos y el método de maxima verosimilitud.

b) Muestre que estos estimadores convergen casi segura-
mente a A cuando el tamano de la muestra crece inde-
finidamente.

7. Sea Xiy,...,X, una m.a.s. con distribucién comuin
Poisson(A). Encuentre el estimador de méxima verosimili-
tud de A, calcule su esperanza y varianza, y muestre que este
estimador es consistente.

8. Sea Xi,...,X,, una m.a.s. proveniente de una distribucién
con densidad dada por f(z) = ra" '1j 1)(z), donde r > 0
es un parametro desconocido. Encuentre estimadores para r
usando el método de maxima verosimilitud y de los momen-
tos.

9. Sea X1,...,X,, una m.a.s. proveniente de una Gamma(f, \),
donde 6 > 1 es conocido.

a) Muestre que los estimadores de A del método de los
momentos y el de méxima verosimilitud coinciden con
A=0/X.

b) Concluya que A converge casi seguramente a A cuando
el tamano de la muestra crece indefinidamente.

¢) Muestre que la esperanza de A es Anf/(nf — 1) y mo-
difiquelo para obtener un estimador insesgado A Supo-
niendo 6 > 2, calcule la varianza de \ y muestre que
es un estimador consistente. Indicacion: utilice el hecho
que Y i, X; tiene distribucién Gamma(nf, \).

10. Sea X1,...,X, una m.a.s. con densidad comun dada por

F@) = {e(xe) T >0

0 en otro caso.

a) Encuentre un estimador 0, mediante el método de los
momentos.

b) Encuentre un estimador 92 mediante el método de maxi-
ma verosimilitud.

¢) Modifique 6, y 6, para que sean insesgados.

11. Sea X wvariable aleatoria con densidad fx(z) =
C’xr’ll[mb] (z), donde C > 0, b > 0y r > 0 son cons-
tantes. Se sabe que E(X) =r/(r + 1).

a) Muestre que C =r y b= 1.

b) Dado t > 0, calcule E(X*). Obtenga la varianza de X.

¢) Muestre que —In(X) tiene distribucién exponencial de
parametro 7.

d) Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria simple provenien-
te de la distribucién de X. Muestre que el estimador de
méxima verosimilitud de 7 es # = —n/ Y In(X;).

e) Muestre que 7 — r casi seguramente cuando n — co.

12. Se lanza una moneda 25 veces, obteniendo la siguiente se-
cuencia:

SSCCCSCCSSCSSCCsSCCSCcsSsScc.

Aproximando con el TCL, obtenga un intervalo de confianza
para la probabilidad de cara p al 90 %.
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El promedio de los puntajes obtenidos por 16 personas en una
prueba es de 540, y la desviacién estandar (i.e., la raiz del
estimador insesgado de la varianza) es de 50. Asumiendo que
el puntaje tiene distribucién normal, construya un intervalo
de confianza al 95 % para la esperanza p.

En un laboratorio se desea estudiar la variabilidad de las me-
diciones tomadas en un complejo experimento. Se tomaron 6
mediciones:

9,54 9,61 9,32 948 9,70 9,26.

Suponiendo que ellas provienen de una distribucién normal,
obtenga un intervalo de confianza de la varianza o2 al nivel
90 %.

La duracién de unas determinadas baterias es una variable
aleatoria A/ (u, 02) con pardmetros desconocidos. Se prueban
16 baterias, obteniendo una duracién promedio de 7,0 y con
s? igual a 0,9.
a)
b)
¢)

Encontrar un intervalo de confianza al 95 % para pu.

Encontrar un intervalo de confianza al 95 % para o2.

Suponga que se sabe que la varianza real es o2 = 1.
;,Cuadl es el intervalo de confianza para u en este caso?
d) Si se desea reducir un 20% el largo del intervalo an-
terior, manteniendo el nivel de confianza, ;cuantas ba-

terfas adicionales se deberian probar?

Considere una variable aleatoria X con densidad dada por
fx(x) = Cme"”/gl[o’oo)(x), donde C' y # son constantes.

a) Muestre que C = 1/62.

b) Muestre que E(X) = 26.

¢) Muestre que var(X) = 2602
)

d) Considere una muestra aleatoria simple X1, ..., X,, pro-
veniente de X. Calcule el estimador de maxima verosi-
militud de 6, y muestre que es insesgado.

Suponga que el valor del estimador maximo verosimil
6 obtenido en una muestra de tamafio n = 50 es de
10,0. Obtenga un intervalo de confianza para 6 al ni-
vel 5 %. Indicacidn: aproxime utilizando el hecho que la
cantidad (X — 26)/(6\/2/n) converge en distribucién a
una normal estdndar cuando n — oo (demuestre esta
afirmacion).

Para una distribucién normal con esperanza p y varianza
0% = 25, se desea realizar un test de las hipétesis Hy : u = 10
versus H;p : 4 = 5. Encuentre el tamano n de la muestra tal
que el test més potente tenga a = § = 0,025, donde « y 8
son la probabilidad del error de tipo I y II, respectivamente.

Se dispone de una m.a.s. Xy,..., X, proveniente de una dis-
tribucién exponencial de pardmetro A > 0 desconocido. Sean
a=5%, A\ > Ao > 0 valores dados. Se plantean las hipétesis

H0:>\:)\0
H1:>\:A1,

a) Muestre que el test mds potente tiene regién de rechazo
de la forma R = {Z € R : & < CtTE}. ;Es uniformeme-
te méas potente entre todos los tests tales que A1 > Ag?
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b) Escriba esta regién de rechazo de la forma

xr — 1/)\0 < C}

1/(Aovn) =}

donde ¢ es una constante. Aproximando con un teorema
adecuado, mueste que el valor de ¢ tal que la probabi-
lidad del error tipo I es igual al « especificado, corres-
ponde a ¢ = —1,65.

De aqui en adelante suponga que \g = 1, \;y = 2 y
n = 25. Nuevamente aproximando con un teorema ade-
cuado, calcule la potencia del test del item anterior.
Suponga que el promedio observado en la muestra es 0,6.
Aproximando nuevamente, calcule el p-valor del test.
;Debe o no rechazarse Hg?

R:{:E’ER":

d)

El voltaje de salida de un cierto circuito eléctrico deberia ser
130 de acuerdo a las especificaciones técnicas. Se toma una
muestra de 40 mediciones independientes del voltaje de este
circuito, y se obtiene un promedio de 128,6 y una desviacién
estdndar (es decir, la raiz del estimador insesgado de la va-
rianza) de 2,1. Realice un test a nivel 5% para la hipStesis
de que la esperanza del voltaje es igual a 130 versus la alter-
nativa de que es menor estricto que 130. ;Cudl es el p-valor
del test?

Una empresa fabrica ciertas piezas cuyo grosor deberia ser
de 7cm. Debido a pruebas realizadas sobre la produccién,
existe la sospecha de que la méquina que produce las piezas
esté defectuosa, haciendo que estas tengan un menor grosor
del deseado. Suponga que se obtiene una muestra aleato-
ria simple Xi,..., Xo5 de los grosores de estas piezas, tal
que Y X; = 172,508 y su varianza muestral insesgada es
s2 = 0,04. Asuma ademds que el grosor de una pieza es
una v.a. normal. Realice un test de hipétesis y calcule el
p-valor. Indique su conclusién para un nivel de significaciéon

de a =5%.

Una conocida marca de alimentos afirma que sus cajas de ce-
reales contienen 50gr de almendras en promedio, pero usted
sospecha que contienen estrictamente menos. Para verificar
su afirmacién, usted cuidadosamente separa las almendras
de 9 cajas de cereales, y al pesarlas obtiene 49gr, 51gr, 46gr,
49gr, 5lgr, 48gr, Hlgr, 46gr y 50gr. Suponga que la varia-
ble en consideracién tiene distribucién normal con ambos
pardmetros desconocidos.

a) Calcule el p-valor del test que resuelve su sospecha. Para
un nivel de confianza del 5%, jqué se puede concluir?
En la caja de cereales se especifica que la raiz de la
varianza de la cantidad de almendras es de 4gr, pero
usted nuevamente sospecha que es estrictamente menor.
[ Cudl es el p-valor del test correspondiente? ;Qué se
concluye si se usa un nivel de confianza del 5 %?

b)

Se afirma que el 2% de los conductores olvida su licencia
de conducir. Se toma una muestra de 100 conductores, y se
observa que todos andan trayendo su licencia.

a) ;Cudl es el p-valor del test que contrasta la afirmacién
con la hipétesis de que menos del 2 % de los conductores
olvidan su licencia?

b) Para o = 2,28 %, ¢cudl es la méxima cantidad de con-
ductores adicionales que traen su licencia tal que la afir-
macién no se rechaza?



