Capitulo 6

ASOCIACION ENTRE DOS
VARIABLES

6.1. INTRODUCCION

Generalmente un problema estadistico envolucra mas de una variables. En una encuesta de
opinion para un estudio de mercado o politica se hacen varias preguntas cuyas respuestas
son interesantes de relacionar. Por ejemplo, se interroga a los votantes no solamente sobre
su candidato preferido, sino que también su edad, género, profesién, etc... El andlisis de tal
encuesta permitira eventualmente determinar el perfil del electorado de un candidato, lo que
orientad su campana electoral. El psicélogo querra comparar las aptitudes mentales (CI) y el
rendimiento escalar de un grupo de estudiantes. Estos problemas llaman a medir y describir
relaciones entre variables.

Una asociacion entre variables expresa el grado de influencia que puede tener una variable
sobre otra. Los indices que se pueden definir dependen del tipo de relacién que se estudia y de
la naturaleza de las variables consideradas. Se presentan en primer lugar indices descriptivos
de asociacién y en seguida se hacen inferencia sobre estos coeficientes.

6.2. EL COEFICIENTE DE CORRELACION

Si se consideran dos variables X e Y cuantitativas y mediciones sobre un conjunto de indi-
viduos P, con valores en IR 6 un intervalo de IR, una simple representacién grafica en IR? con
un grafico de dispersion permitird detectar la existencia y la forma de una eventual relacién
entre las dos variables. El coeficiente de correlacion lineal es el indice de asociacion mas
usual entre dos variables numéricas. Una inspeccion del grafico de dispersién es necesaria
para asegurarse de que la interpretacion es correcta.

Sea {(z;,y;)[i = 1,...,n} una muestra aleatoria bivariada del par (X,Y’) de variables. Se
denotan z = %sz y oy = %Zyz a las medias empiricas respectivas de x=(x1, xg,...xT,) €
y=1. Y2, - Yn), ¥ 52 = = > (;— %)%y 52 = L 3" (y;—¥)? a las varianzas empiricas respectivas
de x e y.
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Definicién 6.2.1 Se llama covarianza empirica entre X eY a:

cov(z,y) = %Z(% —Z)(yi — )

Como la covarianza es sensible a los cambios de escala de las dos variables, se elimina este
efecto con el coeficiente de correlacién lineal, que toma en cuenta de las varianzas s> de los
valores z y s de y.

Definicién 6.2.2 Se llama correlacion lineal entre x e y a la cantidad:

cov(z,y) Yz —2)(yi — )

N S TR ey S Ty

Este coeficiente, que toma como valores extremos +1 y —1, mide el grado de relacién de tipo
lineal que existe entre x e y.

Tay = —1 relacion estrictamente lineal de pendiente negativa
—1<r,, <0 tendencia lineal negativa

Tpy =0 ausencia de tendencia lineal

0<ryy <+1 tendencia lineal positiva

Tyy = +1 relaciéon estrictamente lineal de pendiente positiva

La tendencia lineal aumenta cuando r,, tiende a 1 (ver graficos 6.1). Pero cuando 7, , #
+1, hay muchos casos diferentes que pueden producir el mismo valor del coeficiente r, ,. De
aqui la importancia de tener cuidado en la interpretacion de un coeficiente de correlacion por
que un dato atipico 6 aberrante, una mezcla de poblaciones, una relacién no lineal pueden
cambiar totalmente el valor del coeficiente (ver gréficos 6.2).

Cuando se estudia en conjunto mas de dos variables, se presentan los coeficientes de cor-
relacion relativos en una matriz cuyo termino general ;5 es el coeficiente de correlacion lineal
de las variables ¢ y j. La matriz de correlacion asociada a los datos de 6 variables recolec-
tados sobre 20 paises de América Latina (tabla 6.1), se presentan en la tabla 6.2. Acéd, el
coeficiente de correlacién entre la tasa de natalidad y la fecundidad es igual a 0,972.

Si se quiere estudiar otro tipo de relacion, se tiene dos alternativas:

» Dada una funcién f de X, calcular el coeficiente de correlacién entre f(X) e Y. Este
método es factible cuando se conoce la funcion f.

= Usar otros indices, como veremos mas adelante.

6.3. LA RAZON DE CORRELACION

Cuando una de las dos variables es nominal u ordinal, no se puede calcular el coeficiente de
correlacion lineal. Si Y es la variable cuantitativa, por ejemplo el PNB de todos paises y X



6.3. LA RAZON DE CORRELACION

T
0""‘
= e
ot
5| -
*
F.J
. . =+
-
ot
1 +
+
2#
1
[
(] z 1 4 = E T a @ hH
a
+
T
+
-1 L)
* - H
-
. -
= had -
+
4 -
-
+
+
1 try
. r=+093
2 -
b
.
1
o
o = T4 8 & ¥ ooa FEEH
2
T —
r=0.02
&
= +
-
-
4 .t E El +
F
1
2t *
-
2 # - -
+
1 " + +
- + *
-
@ - + +
-
-z (] z 4 E a Rl 1z

. r=-1

-
¥

Figura 6.1: Grafico y coeficiente de correlacion lineal
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Pais % Pob. Tasa Tasa Esperanza Fecundidad Mortalidad
Urbana natalidad mortalidad vida infantil
ARGENTINA 86.2 20.3 8.6 71.0 2.8 95.3
BOLIVIA 51.4 34.4 9.3 54.5 4.6 77.5
BRASIL 76.9 26.1 7.5 65.6 3.2 81.1
COLOMBIA 70.3 25.8 5.9 68.8 2.9 86.7
COSTA RICA 53.6 26.3 3.7 74.9 3.1 92.8
CHILE 85.6 22.5 6.4 71.8 2.7 93.4
ECUADOR 56.9 30.9 6.9 66.0 3.9 85.8
EL SALVADOR 44.4 33.5 7.1 64.4 4.0 73.0
GUATEMALA 42.0 38.7 7.6 63.4 5.4 55.1
HAITI 30.3 35.3 11.9 55.7 4.8 53.0
HONDURAS 43.6 37.1 7.2 64.9 4.9 73.1
MEXICO 72.6 27.9 5.4 69.7 3.2 87.3
NICARAGUA 59.8 40.5 6.9 64.8 5.0 81.0
PANAMA 54.8 24.9 5.2 72.4 2.9 88.1
PARAGUAY 47.5 33.0 6.4 67.1 4.3 90.1
PERU 70.2 29.0 7.6 63.0 3.6 85.1
R. DOMINICANA 60.4 28.3 6.2 66.7 3.3 83.3
URUGUAY 85.5 17.1 10.3 72.2 2.3 96.2
VENEZUELA 90.5 28.3 5.4 70.0 3.5 88.1
CUBA 74.9 17.4 6.7 75.4 1.9 94.0

Cuadro 6.1: Indicadores demograficos de 20 paises de A.L.(PNUD 1992)

Variables % Pob. Tasa Tasa Esperanza Fecundidad Mortalidad

% Urbana natalidad mortalidad vida infantil
% Pob. urbana 1.0 -0.739 -0.179 0.588 -0.735 -0.532
T. natalidad -0.739 1.0 0.101 -0.723 0.972 0.682
T. mortalidad -0.179 0.101 1.0 -0.609 0.262 0.533
Esperanza V. 0.588 -0.723 -0.609 1.0 0.769 0.951
Fecundidad -0.735 0.972 0.262 0.769 1.0 0.709
M. infantil 0.532 0.682 0.533 -0.951 0.709 1.0

Cuadro 6.2: Matriz de correlacién

la variables nominal, el clima con p categorias o modalidades, cada modalidad de X, es decir
cada tipo de clima define un grupo o subpoblacion de paises y los grupos son disjuntos entre
si. Conviene aqui usar notaciones que permitan distinguir los valores de la variable Y segin
la modalidad que toman las observaciones sobre la variable nominal X. Si n; observaciones
toman la modalidad o categoria j de X, se puede escribir yy;,...,y,,; estas n; observaciones
de Y.

Decir que el PNB esta relacionado al tipo de clima significa que conociendo el tipo de clima
de un pais se podré inferir su PNB. Esto podra darse si los valores del PNB difieren muchos
de un grupo a otro.

Construiremos un indice basado en esta variabilidad del PNB.

Si ¥ es la media empirica de la variable Y sobre el total de las n observaciones, la varianza
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de todas estas observaciones es igual a:

S

3

IS¢
- Z yk] - y
7j=1 k=1

Como se puede distinguir las observaciones segin la modalidad que toman sobre la variable

X, se puede calcular medias y varianzas en los p grupos inducidos por las modalidades de
X.

Si y; es la media de la variable Y sobre las observaciones que toman la misma modalidad j,
la varianza de las observaciones de este grupo es igual a:

1 ¢ i
wy =—Y (y; — )’
(e
La variabilidad total de los valores proviene de dos fuentes: la variabilidad al interior de los

grupos y la variabilidad entre los grupos.

: 2 : : C2 nj .2
Consideramos w” la media ponderada de las varianzas d% 'los P grupos: w° = Zj Wiy
b? la varianza entre las medias g; de los grupos: b* = Zj (Y5 — y)%. Considerando que la
media ponderada por los efectivos relativos % de las medias ¥; es igual a la media total y

> %ﬂj = ¢) se puede mostrar que:

2 _ 92 2 _ Mo _\2 nj 9
s°=0"4w Zn(y] y)+;nw

J

Si w? es nula, todas las varianzas wj? son nulas y todas las observaciones en un mismo grupo
J toman el mismo valor sobre la variable Y, que es igual a la media g; del grupo, y en
consecuencias se podra obtener el valor de un observacion sobre la variable Y conociendo
su modalidad sobre X. Se observa en este caso una relacién funcional de X hacia Y. Esta
relacion permite estimar el valor de Y para una nueva observacién conociendo su valor sobre

X.

Al contrario si la varianza entre los grupos b* es nula, entonces todas las medias 7; son iguales
a ¥: no se podra decir nada sobre el valor de Y conociendo la modalidad de X. No se detecto
ninguna relaciéon funcional de X hacia y. Se deduce el siguiente indice que permite medir el
grado de asociacién de tipo funcional de X hacia Y:

2
s b
y|ix = 2
y
Este coeficiente toma valores entre 0 y 1:
nsu =1 relacién funcional estricta
0< nilx <1 tendencia funcional
nSIw =0 ausencia de tendencia funcional

La tendencia funcional aumenta con 77§|x.
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6.3.1. Codificacion 6ptima de una variable nominal

Si se codifica la variable X, atribuyendo un valor numérico a cada una de sus modalidades,
podremos usar el coeficiente de correlacién lineal como indice de asociacion. Pero no se puede
codificar de cualquier manera. Una forma natural de hacerlo consiste en buscar la codificacién
de las modalidades de X que produzca la mayor correlacién lineal con la variable Y.

Si X tiene p modalidades, se le pueden asociar p variables indicativas { X!, X2 ..., X?} tales
que

1 si el individuo k toma la modalidad j de X
0 sino

X = {

P
Se observa que ZXj(kr) =1 (Vk).

j=1
Entonces si a; es la codificacién de la modalidad j (j = 1, ...,p), la variable cuantitativa &
asociada a esta codificacion puede escribirse:

§(k) = a; X7 (k)

J

Dada {(z;,y;)|i = 1,...,n} una muestra de (X,Y), se define la codificaciéon {a;|j = 1,...p}
que maximiza

cor(y, Z a;r?)
J

Numéricamente el maximo de cor?(y, 3, a;a) es igual a 77,

6.3.2. Relacion funcional entre dos variables cuantitativas

Cuando un coeficiente de correlacion lineal entre X e Y es bajo, significa que las variables X
e Y no estan ligadas linealmente pero, puede existir otro tipo de relacion entre ellas. Ahora
bien, vimos que por codificacion se puede transformar una variable nominal en una variable
cuantitativa, inversamente, se puede transformar una variable cuantitativa en una variable
ordinal, por lo tanto nominal particionando el recorrido de los valores de la variable en p
intervalos.

Si se transforma X en variable nominal, se puede calcular la razén de correlacién 173'9:,
que permitira detectar la existencia de una relacién funcional de X hacia Y. El valor del
coeficiente dependrd de la transformacién (nimero de modalidades construidas). Se observa
que ahora se tiene un coeficiente que no es simétrico en las variables como en el caso del
coeficiente de correlacion lineal. Por lo cual obtendremos resultados distintos segtin la variable
que transformemos, salvo si existe una relacion biyectiva entre las dos variables. Ademas, la
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razén de correlacion es mas general que el coeficiente de correlacion lineal, y se tiene que
2 2
cor*(z,y) <y,

Se ilustra en el ejercicio al final del capitulo como estas trasformaciones influyen sobre los
coeficientes de asociacion.

6.4. VARIABLES NOMINALES

6.4.1. Tabla de contingencia

Los datos obtenidos sobre las dos variables nominales pueden resumirse en una tabla de
contingencia. Una tabla de contingencia contiene las frecuencias absolutas conjuntas de las
dos variables, es decir las frecuencias obtenidas al cruzar las modalidades de una variable
con las modalidades de la otra. En la elecciéon de concejales de 1991, se pueden asociar a
cada votante la lista votada y la regién. Se puede resumir los resultados en una tabla de
frecuencias (Tabla 6.3), que es la inica informacién que se conoce realmente en este caso (por
el anonimato de la eleccién). Esta es una tabla de contingencia. Al pasar de la informacién
individual de los votantes relativa a las dos variables a la tabla de contingencia no se pierde
informacion, salvo la identificacion de cada individuo.

Se puede buscar en la tabla si hay mayor concentracién de votantes en una regién para un
partido dado. Vamos a construir un indice que permite medir la existencia de una relacién
entre las dos variables.

6.4.2. Ji-cuadrado de contingencia

Veamos como leer una tabla de contingencia con ejemplos sencillos (Tablas 6.4 y 6.5 con
la variable X en fila y la variable Y en columna. Se observa en la tabla 6.4(a), que las
columnas By y Bs son proporcionales, lo que significa que reparten sus totales en las mismas
proporciones entre las modalidades A; y As. Las modalidades By y Bs tienen los mismos
perfiles. Al observar esta tabla no se ven muchas relaciones entre las dos variables (conociendo
una modalidad de una variable, no se puede decir nada sobre la otra variable). No es el caso
de la tabla 6.4(b). En efecto, si una observacién toma la modalidad By, tomara la modalidad
Ay de X; dada A;, entonces se tendra la modalidad Bz de Y, pero dada As,, se tendra B;
6 Bs. Se tiene entonces una relacién funcional de Y hacia X y existe una relaciéon de X hacia
Y, pero no es de tipo funcional.

En el caso de la tabla 6.5(d) existe una relacién funcional, pero en la tabla 6.5(c) no hay
ninguna.

Si denotamos n;j, (i = 1,..,p,j = 1,...,q) los elementos de una tabla de contingencia, se
tienen los margenes-filas: n;q = Zj nij, © = 1,...,p, y los margenes-columnas ne; = . n;j,
j =1,...q. Se define los perfiles condicionales como:

nij
Nie

= Los perfiles condicionales-filas:
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PARTIDO I I I11 v A% METR. VI
D.C. 30412 | 63020 | 16793 | 58345 | 226333 759639 90521
RADICAL 19268 | 19265 9282 | 14336 | 39941 59767 21249
AH. VERDE 2186 0 0 0 1680 43284 784
SOCIALDEMO 596 0 225 562 2817 6351 0
INDEP 346 73 55 86 1608 16493 2383
PPD 5165 | 11800 7390 | 21429 | 56405 295474 30714
SOCIALISTA 3405 | 15341 | 18339 | 28041 | 33282 177570 35779
INDEP 385 0 0 0 0 0 122
COMUNISTA 36648 | 13951 11588 | 21614 | 51135 171715 19312
LIBERAL 0 248 378 0 512 0 328
R.N. 12236 | 12424 | 16795 | 54648 | 96224 311801 54439
NACIONAL 0 0 0 0 422 2325 0
INDEP 3971 11669 4202 9385 | 40126 88614 7877
UD.L 8631 17464 8474 | 14495 | 71573 314984 33869
INDEP 587 980 47 0 6905 32008 6340
U.C.C. 6460 | 15428 5623 | 10671 | 73163 181913 26395
INDEP 105 5582 6007 1337 | 12263 37898 12797
IND IQUIQUE 24757 0 0 0 0 0 0
TOTAL 153888 | 187245 | 105198 | 234979 | 714389 | 24999836 | 342909
PARTIDO VII VIII IX X XI XII | TOTAL
D.C. 114070 | 223287 | 118841 | 121815 | 11555 13287 | 1848188
RADICAL 23416 | 61692 | 14420 | 26815 1602 2209 | 313562
AH. VERDE 0 2931 1069 585 0 0 52519
SOCIALDEMO 7076 1110 6761 1291 0 0 26789
INDEP 1211 2631 1942 3572 45 27 30472
PPD 27759 | 64167 | 25498 | 29682 1250 8739 | 585472
SOCIALISTA 38338 | 94626 | 18987 | 51485 3715 20786 | 539694
INDEP 0 0 0 0 0 0 207
COMUNISTA 18379 | 50121 9824 | 13202 2342 2546 | 421377
LIBERAL 0 0| 13842 0 241 0 15549
R.N. 60524 | 87849 | 56951 | 77702 8760 5807 | 856160
NACIONAL 0 1467 0 0 0 0 4214
INDEP 13644 | 29665 | 45384 | 23587 277 723 | 279124
UD.L 45905 | 75230 | 18194 | 32183 2065 8273 | 651340
INDEP 4794 | 16420 2358 3385 1598 731 76153
U.C.C. 47112 | 72049 | 21566 | 50650 1478 4237 | 516745
INDEP 13977 | 26376 9356 9066 119 1443 | 136326
IND IQUIQUE 0 0 0 0 0 0 24757
TOTAL 416205 | 809891 | 364993 | 445020 | 35047 69348 | 6378948

Cuadro 6.3: Resultados de la eleccién de consejales de 1991

Bl Bg B3 Bl BQ Bg
Ay [ 50 | 100 | 10 | 160 Ay [0 |0 |50 |50
Ay [ 100 | 200 | 50 | 350 Ay |10 |12 [0 |22

150 200 60 10 12 50

Cuadro 6.4: Ejemplos de tablas de contingencias
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() (d)
B, By Bj B By Bj
A [20 JI0[7 |37 A [0 [20]0 |20
A [40 |20 |14 |74 A, [30]0 [0 |30
A3 [80 |40 [28 | 148 A3 [0 |0 |0 |25
140 70 49 30 20 25

Cuadro 6.5: Mas ejemplos de tablas de contingencia

’flij
n.j

= Los perfiles condicionales-columnas:

La variable Y no influye sobre la variable X si y solo si los perfiles condicionales-columnas
son todos iguales:
141 T2 Nig _ Tie

Ne1 Ne2 noq n (Z ’ ’p)

De la misma manera la variable X no influye sobre la variable Y si y solo si los perfiles
condicionales-filas son todos iguales:
Ny _ T2y Mpj _ Nej
Nie Noe np. n
Luego las dos variables X e Y seran independientes si y solo si se cumplen a la vez las dos
condiciones anteriores. Se puede demostrar que equivalen a:
Nije X Nej

Ni; = o V(%J )

. . . Nie X Tej P . , ..
Considerando las diferencias n;; — ———%, se puede evaluar cudn lejos estd la relacién
entre X e Y de la independencia. Se puede construir un indice que traduzca estas diferen-
cias, tomando en cuenta la importancia de cada una, ponderando por la magnitud de n;; o

Nie X Tej . : .
—*—=—21 Es el indice x* de contingencia:
Nie X Nej
(ng; — e X ey
XQ — E J n
— Nije X noj
1) n

Este indice es nulo cuando X e Y son independientes y crece al alejarse de la independencia
hasta un valor méximo igual a n x Min{p — 1, ¢ — 1} cuando hay una relacién estricta entre
los dos variables.

6.4.3. Codificacion de las dos variables nominales

Ahora tendremos que codificar ambas variables. Sean a;, i = 1, ..., p las codificaciones de las
modalidades de X y X% i = 1,...,p las variables indicadoras de X; sean b;, i = 1, ...,¢q las
codificaciones de las modalidades Y e Y*, i = 1, ..., ¢ las indicadoras de Y.
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Se busca codificaciones respectivas de X e Y tales que el coeficiente de correlaciéon lineal de
las codificaciones
cor(z a;x’, Z b;y’)
( J

sea mAaximo.

Esta correlacién se usa en una técnica llamada andlisis factorial de correspondencias y esta
relacionada al ji-cuadrado de contingencia.

6.4.4. Relacion entre dos variables cuantitativas

Si transformamos las dos variables cuantitativas en variables nominales podremos usar el x>
de contingencia que nos permita detectar una relacion de cualquier tipo, no solamente lineal
o funcional.

Para hacer las transformaciones se requiere un gran nimero de observaciones para tener una
cantidad suficiente de elementos en cada celda de la tabla de contingencia.

Se observara que las transformaciones producen variables menos precisas que las originales,
pero con estas se puede investigar otras relaciones que las lineales.

6.5. VARIABLES ORDINALES

6.5.1. Coeficientes de correlacion de rangos

A partir de una variable ordinal, se pueden ordenar las observaciones de manera creciente y
deducir una nueva variable que es el rango, que indica la posicién de cada observacion segun
el orden.

Sean 1, ..., x, las realizaciones de la variable ordinal X y R,,, ..., R,, los rangos asociados:
Ry, < Ry = x; < wj

Si Ry, v Ry, @ =1,2,...,n, son los rangos asociados a X e Y respectivamente, se define
entonces el coeficiente de rangos de SPEARMAN Rg de x e y como el coeficiente de
correlacién lineal empirico entre R, y R,.

Si D; = R,, — R,,, se obtiene una expresién mas practica:
(2

63 D?

Rs=1—
8 n(n?—1)

Se observa entonces que si los rangos inducidos por X e Y son idénticos Rg = 1; si son
totalmente opuestos Rg = -1.

Si en vez de definir los rangos, se define dos nuevas variables sobre los pares de observaciones:
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S(zi,x5) =-1 sla; > x;
S(xi,z;) =1 siz; <z
S(x;,xy) =-1 siz; > x;
Sy y;) =1 sty <y
Siy;) =-1 sty >y,

Se define entonces el coeficiente de correlacion de rangos de KENDALL:

L iy 5 (@i ) S (Y, y5)
n(n —1)

El numerador es igual al nimero de pares de observaciones con el mismo orden menos el
numero de pares de observaciones con orden contrario. El numerador es igual al nimero total
de pares. Como el coeficiente Rg de Spearman, 7 toma valores entre —1 y +1 y vale 41 si
los ordenes son idénticos y —1 cuando son totalmente opuestos.

6.5.2. Relacidon entre dos variables cuantitativas

A partir de una variable cuantitativa se pueden ordenar las observaciones, y por lo tanto,
construir los rangos. Puede ser 1til especialmente cuando los valores de las variables no son
muy precisos o bien, si se busca la existencia de una relaciéon monétona no lineal entre X e
Y. Se pueden aplicar entonces los coeficientes de correlacion de rangos anteriores.

6.6. INFERENCIA

Suponiendo que un coeficiente de asociacién fue correctamente calculado, es decir que fue
calculado sobre una muestra aleatoria simple de una sola poblacién, queremos saber a partir
de qué valor se puede decidir la existencia o ausencia de una relacion. Para esto se procede
mediante un test de hipdtesis sobre el valor del coeficiente v de asociacion desconocido de la
poblacién: Hy : v = vg, o bien se puede calcular un intervalo de confianza para v. Para eso
se requiere conocer la distribucién del coeficiente de asociaciéon v en la muestra.

6.6.1. Coeficiente de correlacion lineal

., Cuando se obtiene un coeficiente de correlacion lineal r pequenio podemos admitir que la
correlacién p en la poblacion es nula 6 si r es grande, podemos concluir que existe una
relacion lineal?

Para responder a la pregunta se procede mediante un test de hipdtesis sobre el valor del
coeficiente de correlacién p desconocido de la poblacion: Hy : p = py, o bien se puede
calcular un intervalo de confianza para p. El problema es que la distribucién del coeficiente
de correlacion r no es siempre facil de establecer.
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Cuando p = 0 y las dos variables X e Y provienen de una distribucién normal bivariada, la
distribucion del coeficiente r de la muestra es facil de obtener ye depende del tamano n de
la muestra: existen tablas de la distribucién de r en funciéon de n y para n > 100 y se puede
aproximara a la normal A (0, \/%)

Por ejemplo, si un coeficiente de correlacion lineal r es igual a 0,38 sobre una muestra de
n = 52 observaciones, vamos a rechazar que p = 0 al nivel de significacién de 5% o incluso
1%, dado que IP(|r| > 0,27) = 0,05 y IP(|r| > ,35) = 0,01, pero si = 0,32 con el mismo
tamano n = 52, entonces se rechaza al nivel de 5% pero no al nivel de 1 %.

Cuando p no es nulo, la distribuciéon exacta de r es mucho mas complicada de determinar,

sin embargo se puede usar una aproximacién a partir de n = 25: si Z = 1/ 2ln(i_i:), la

distribucién de Z se aproxima a una normal A/(1/2 ln(%z), \/%)

Finalmente, si las dos variables no siguen una distribuciéon normal, se puede usar los resul-
tados anteriores cuando n es mayor que 30, pero si p es nulo, no se puede decir que hay
independencia, pero sélo que no hay ligazon lineal.

6.6.2. Razon de correlacion: ANOVA a un factor

Para estudiar la significatividad de una razén de correlacién empirica obtenida sobre n
observaciones entre la variable cuantitativa Y con la variable nominal X a p modalidades,
se plantea la hipdtesis nula Hy : 42 = 0 donde 72 es la razén de correlacién en la poblacién.
El problema es que no conocemos la distribucion de la razén de correlacion observado 7732/‘ X

SiY ~ N(uj, 0]2) cuando X toma la modalidad j, entonces la hipdtesis nula puede escribirse
Hy:op = o = ... = [ip.

o2
’FLS]

2 . . . j 2
- es la varianza observada del grupo j con un efectivo nj, —5* ~ Xin;—1-

J
J
Suponiendo que el muestreo es aleatorio simple, los grupos son independientes entre si y

: : 2 : 2 nw? 2 2 :
suponiendo que todas las varianzas o5 son iguales a 0%, - ~ x;,_,, donde w* es el promedio

de las varianzas dentro los grupos.

Sabemos que si w

s 72 : nb? 2 fo B2 2
Por otra parte si b~ es la varianza observada entre los p grupos, 25 ~ x;_;. Ademds b° y w

son independientes, dado que cada media y; es independiente de la varianza wjz del grupo y
que los grupos son independientes entre si.

Se considera entonces el estadistico que es el cociente de los dos x? divididos respectivamente
por sus grados de libertad. Como se cancelan n y 02, se obtiene:

v*/(p—1)
w?/(n — p)

que sigue una distribucién F' de Fisher a p — 1 y n — p grados de libertad bajo la hipétesis
H, de ausencia de relacion de X hacia Y.

Se observara que
v/p-1) _ n*/(p—1)

w?/(n—p)  1—n?/(n—p)
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Consideremos el ejemplo debido a Ronald Fisher (parrafo ?77) sobre 3 especies de flores de la
familia de los ”iris”: setosa, versicolor y virginica (variable X con 3 modalidades). Se busca
verificar si las 3 especies se distinguen por algunas mediciones. Se usan dos variables: Y; el
largo del pétalo e Y5 el ancho del sépalo (tabla 6.6).

Especie | efectivo Yi Y,

Media Varianza | Media Varianza
Setosa 50 34.280 3.39 14.620 4.30
Versicolor 50 27.700 3.39 42.600 4.30
Virginica 50 29.740 3.39 55.520 4.30

Cuadro 6.6: medias y varianzas

Entre X e Y; la razén de correlacién es igual a 77%/1| v = 0,40 y entre X e Y5 la razén de
correlaciéon es igual a 7732,2| v = 0,94. Claramente el largo del pétalo es diferentes de una
especie a otra pero no se puede afirmar nada para el ancho del sépalo. Los resultados del
ANOVA para ambos casos se encuentran en las tablas 6.7 y 6.8. La varianza b? proviene
de la especie y la varianza w? se interpreta como un error cuando se supone que las medias
de las 3 especias son iguales. Si bien en ambos casos se rechaza la hipétesis nula (p-valor
nulo), el valor del F' es mucho mas pequenio en el caso del ancho del sépalo, lo que indica
una relacion menos clara.

6.6.3. Ji-cuadrado de contingencia

.51 dos variables nominales X e Y son independientes, cuales son los valores més probables
del x? de contingencia? Como vimos en el parrafo ?7?,

Mo X Tej

-y
— Nie X noj
1] n

. . . ‘o X Tgi o L
Si X e Y son independientes, n;; = W para todo par (i, j); en esta caso el estadistico

@ sigue una distribucién aproximada de x? a (p — 1)(¢ — 1) grados de libertad, si p y ¢ son
los nimeros de modalidades de X e Y respectivamente.

6.6.4. Coeficiente de correlacion de rangos de Spearman

Cuando X e Y resultan de un ordenamiento sin empates, entonces los rangos inducidos por
X &Y son valores de {1, ..,n} y los rangos de uno se obtienen por permutacién de los rangos

Fuente n*varianza | g.l. | n*varianza/g.l. F p-valor
Especie (b?) | 1134.493 2 567.247 49.160 | 0.000
Error (w?) 1696.2 147 11.54

Total (s2) | 2830.693 | 149

Cuadro 6.7: Ancho del sépalo
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Fuente n*varianza | g.l. | n*varianza/g.l. F p-valor
Especie (b%) | 43710.28 2 21855.14 1180.16 | 0.000
Error (w?) 2722.26 | 147 18.518776
Total () | 4643254 | 149

Cuadro 6.8: Largo del pétalo

del otro.

Si X e Y son independientes, cualquiera sean las leyes de X e Y, las dos permutaciones
inducidas son independientes. En este caso, si el ordenamiento de X esta fijado, las n!
permutaciones de este ordenamiento son equiprobables. Se tiene tres maneras de obtener la
distribucion de Rg bajo la hipétesis de independencia:

= Sin es muy pequeno, se puede obtener empiricamente la distribucién de Rg, calculando
los n! valores asociados a las distintas permutaciones.

= Para n < 100, existen tablas de la distribucién en funcién de n.

» Para n grande se puede usar la aproximacién a la normal N (0, \/%)

El coeficiente de Spearman entre la Esperanza de Vida y la Tasa de Mortalidad de la tabla
1 vale 0,48.

En las tablas de la distribucion del coeficiente de Spearman encontramos que
P(|Rs| > 0,447) = 0.05, lo que nos lleva a rechazar la independencia entre la Esperanza de
Vida y la Tasa de Mortalidad.

6.6.5. Coeficiente de correlacion de rangos de Kendall

Como en el caso del coeficiente de correlacién de Spearman, se puede construir empiricamente

la distribucién del 7 de Kendall cuando n es muy pequeno. Pero a partir de n > 8, se puede

2(2n+5) )
In(n—1)

aproximar a una distribucién normal N (0,

Para las variables Esperanza de Vida y Tasa de Mortalidad de la Tabla 1, obtenemos 7 =

0,326.
P(lr] < 1,96/ 22y = P(j7| < 0,317) = 0,05
’ 180 x 197 ’ -

Nuevamente encontramos significativa la relacion entre las dos variables.
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6.7. EJERCICIO

Sea un conjunto I de n = 300 individuos, y cuatro variables cuantitativas X, Y, Z y T
observadas sobre los 300 individuos. X varia entre -100 y 100, Y varia entre 0 y 10000, Z y
T varian entre -1100 y 1100.

1. Los coeficientes de correlacién lineal calculados sobre los 300 individuos son:
Rxy = —0,057, Rzr = 0,991. Interprete estos coeficientes.

2. Se transforma la variable X en una variable nominal particionando [-100,100] en ¢ inter-
valos iguales; se llama X7, X5, X3y X4 a las variables nominales obtenidas para q=10,
8, 6 y 4 respectivamente. Interprete las razones de correlacién obtenidas y concluir:

ny/x, = 0,96, ny/x, = 0,93, ny,x, = 0,86 y ny/x, = 0,74,

3. Se transforma la variable Y en una variable nominal con la particiéon del intervalo
[0,10000] en q intervalos iguales; se llama Y, Ys, Y3 y Y a las variables nominales
obtenidas para q=10, 8, 6 y 4 respectivamente. Interprete las razones de correlacion
obtenidas y concluya: ny/y; = 0,038, nx/y, = 0,027, nx/y; = 0,024 y nx/y, = 0,015,

4. Se calcula los x? de contingencia entre las variables nominales asociadas a X e Y:
XX, = 853, XX,y = 679, X%,v5 = 450 ¥ X%, y, = 306. Concluya.

5. Interprete el coeficiente de correlacion parcial de Z y T dado X Rz rx = 0,027. Com-
pare con Rz y interprete.



