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P1.- Las vibraciones de una varilla semi-infinita se modelan por la ecuacién
Ut + P Uggpy =0 x> 0,t>0

Suponga que la varilla satisface una condicién de Neumann en el origen u,(t,0) = 0,¥t > 0; que
Jo~ lu(t,z)|dz < oo; y que inicialmente la varilla se encuentra en reposo u(0,2) = 0 en la posicién
u(0,2) = ﬁ para z > 0.

a) Considere v(t,-) la extensién par de la funcién wu(t,-). Verifique que esta extensién satisface la
ecuacion parax € Ry ¢t > 0.

b) Deduzca que la transformada de Fourier de v(t,-) es d(t,s) = \/FeI*l cos(as®t).

¢) Concluya que la solucién u(t, z) se puede escribir en forma integral como
o0
u(t,x) = / e~ * cos(sx) cos(as’t) ds
0

Ind: Recuerde que en la auxiliar 10 se demostré que la transformada de Fourier de f(x) = 1-&-% es
fs) = /e,

P2.- Counsidere la ecuacién de onda en R3:

0%u 9
ﬁ = C AU
u(0,%) = f(Z)
ou, . R
D08 = 9@

parat >0y ¥ € R
Se sabe que, bajo ciertas hipétesis (de regularidad y decaimiento) sobre las condiciones iniciales f y g,
las soluciones u de la ecuacién de onda cumplen las siguientes propiedades:

i) IM >0, |Vu(t, Z)|| < M Vt >0, V¥ € R3.
i) 3K >0, V& € R, |24(t,7)| < TEEE
iii) u es de clase C?(R?).

Bajo estas hipotesis pruebe que la energia asociada a la ecuacién de onda:

1 /0u\> 2
Etz/() + —||Vul|]? dz
=] 5(5) +5Ivul

es constante en el tiempo y que se tiene la igualdad:
T 5 c? N2 =
Et)= [ -g@*+ =|Vf(@)|*dZ Vt>0
R3 2 2

Para esto siga los siguientes pasos:



a) Usando las propiedades (i), (ii) y (iii) demuestre que:

ou ou
RsatAU——/RSV<3t>VU

Ind: Aplique la férmula de Green [, V-V + [, oAy = [, ¢V - il sobre B(0,7).

b) Pruebe que:
10 (ou\> ,0u
201 (8t) =g

1/ 0 (ou\> [ 8
5 Lo <8t) =5 [, 5
Ind: V||7|? = 27.

d) Concluya usando la siguiente propiedad

¢) Pruebe que:

d

0 N g TN
/R3 Eh(t,x) dz = @ Jos h(t, Z) d&

P3.- Sean T,, = Y _, 2*, S, (2) = >_p_, kz*. Pruebe la siguiente identidad:

Tn(z) — nzntt

Sn(2) = 1—2z

Calcule el radio de convergencia de S(z) = Y 7o, kz* y deduzca su valor explicitamente utilizando la
identidad previamente probada.
P4.- Paraa > 1y n € N calcule las siguientes integrales:

" _cos(nf) " _sen(nf)
/ﬂ a — cos(0) 40 Y /;7r a — cos(0) “



