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Pregunta 1.

(a) (3 puntos) Una funcién u(z,y) de R? en R se dice arménica si
0?u  0%u
2oyt
ox2  Oy?

Dada w arménica en todo el plano, se define

Y ou T ou
v(z,y) = —(x,t dt—/ —(s,0)ds
@) = [ e [ o)

Pruebe que f(z) = u(z,y) + iv(x,y) es holomorfa en todo C.
Recuerdo de CVV: La derivada de

b(x)
F<x>=/a(m> g(z,t)dt es F(m)=g<x,b<x>>b<x>—g(w,a@))a(ﬂ“)*/a(w) du

b(z)

do C.

Solucién: Notemos que como u es arménica, entonces u € C1(R?), mas aun:

v(m,y):/O Ozu(z, t)dt /8u30

es, al menos, diferenciable gracias al Teorema fundamental del célculo. Luego, si 0,v y 0yv son continuas
(cosa que aun no podemos asegurar), entonces se tendra la equivalencia siguiente:

f € H(C) & u,v satisfacen las condiciones de CR V(z,y) € R?

Hagamos el calculo de las derivadas de v:
yv(z,y) (/ Oyu(z,t) dt) </ %u(s,())ds) = Oyu(z,y)
0

gracias a la regla de derivacién de CVV, el segundo término es 0 pues no depende de y. y se tiene entonces
que:

ayv(fa y) = 823“(1:7 y)

Notar que esto en particular nos dice que dyv(z,y) es continua.

Hagamos ahora el calculo de d,v(x,y)

.0 </8ufct ) </8us0 ) /Omumt _ d,u(x,0)

Como u es arménica, entonces Oypu(x,y) = —0yu(z,y), V(z,y) € R?, luego:
Ov(z,y) / Oyyu(z, t)dt — Oyu(z,0) / Oy (Oyu(x,t))dt — Oyu(z,0)

= —0dyu(z,y) + Oyu(x,0) — Oyu(z,0) = —dyu(z,y)
en esto dltimo se ha usado el Teorema Fundamental del Célculo notando que estamos integrando (en y)
la derivada (en y) de la funcién dyu(x,y), y entonces se tiene que:

_a:pv(xa y) = ay“(% y) \V/(l', y) € RQ



lo que en particular nos dice que d,v(x,y) es continua.
Asi, hemos probado que u y v satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann para todo (x,%) € R?, como
ademds u y v son de clase C! en R?, se concluye que f(z) = u(z,y) + iv(x,y) es holomorfa en C.

(b) (3 puntos) Considere la funcién u(x,y) = zsin(x) cosh(y) — y cos(z) sinh(y). Determine v(zx,y)
tal que la funcién f(z) = u(z,y) + iv(z,y) sea holomorfa en todo C.

Solucién: Es claro que u € C*°(R?) pues es composicién de funciones de esta clase. Asi, debemos primero
ver que u es una funcién armoénica, y en funcidon de esto podremos usar la parte anterior para calcular
explicitamente v(x,y) tal que f(z) = u(z,y) + iv(x,y) resulte holomorfa en C.

Veamos pues, que u es armoénica, calculemos sus derivadas:

O,u = sinxcoshy + zcoszcoshy + ysinzsinh y

Oyu = xsinzsinhy — coszsinhy — ycosz coshy
Opzt = coszcoshy + cosxcoshy — xsinz coshy + ycosxsinhy
Oyyy = wsinxzcoshy — coszcoshy — cosxzcoshy — ycoswsinhy

Luego, se tiene:
Opatt + Oy = 0
por lo tanto u es efectivamente arménica. Calculemos ahora v(z,y) dada por la férmula de la parte
anterior, para ello notemos que dyu(z,y) ya lo tenemos calculado, y dyu(z, y) debe ser evaluado en y = 0,
lo que nos da:
Oyu(x,0) =0
y por lo tanto:

y x y
v(z,y) = / Oru(x, t)dt — / Oyu(s,0)ds = / sin z cosh t 4+ z cos z cosh t + ¢ sin z sinh tdt — 0
0 0 0
y y
= (sinz + xcosx) / cosh tdt + sin 1:/ t sinh tdt
0 0

y
= (sinz + xcosx)sinhy + sinx / t sinh tdt
0

para calcular f(;“' tsinh tdt se integra por partes como sigue:

Y y Yy
/ tsinhtdt = t cosht|f — / 1-coshtdt = ycoshy — / cosh tdt = ycoshy — sinhy
0 0 0

de donde se concluye finalmente que:

v(z,y) = (sinz + x cos ) sinh y + sin x(y cosh y — sinh y) =  cos z sinh y + y sinx cosh y

Asignacién de Puntajes:

(a) Se deben probar ambas ecuaciones de CR.

Para el cdlculo de 9yv es sencillo. Al aplicar la férmula de la indicacién de CVV, el segundo término
muere pues no depende de y y el primero arroja inmediatamente d,u (1 punto)

Para el célculo de 0 v:

(0.5 puntos) Aplicar férmula de CVV (dejando [ Oyzu(z,t)dt — dyu(zx,0))

(0.5 puntos) Aplicar v arménica y cambiar derivadas ¢/r a x por derivadas c¢/r a y.
(0.5 puntos) Aplicar TFC y llegar a la segunda condicién de CR

Por dltimo (0.5 puntos) Aplicar el resultado que dice: Si (i) CR se cumple en un dominio y (ii) w,v



son C! o u,v tienen las derivadas parciales C', entonces f holomorfa en el dominio (en este caso en todo
C) (Si solo justifican/mencionan una de estas 2 condiciones, el puntaje solo es 0.3 puntos)

(b) El célculo de las derivadas de u tiene 1 punto. Deducir que u es arménica tiene 0.5 puntos.
El célculo explicito de v(x, y) posee los 1.5 puntos restantes (Si se calcula la primitiva sin evaluar dyu(z, y)
en y = 0 dar solo 0.5).



