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Pregunta 1.

(a) (3 puntos) Una función u(x, y) de R2 en R se dice armónica si

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

Dada u armónica en todo el plano, se define

v(x, y) =

∫ y

0

∂u

∂x
(x, t) dt−

∫ x

0

∂u

∂y
(s, 0) ds.

Pruebe que f(z) = u(x, y) + iv(x, y) es holomorfa en todo C.
Recuerdo de CVV: La derivada de

F (x) =

∫ b(x)

a(x)
g(x, t)dt es F ′(x) = g(x, b(x)) b′(x)− g(x, a(x)) a′(x) +

∫ b(x)

a(x)

∂g

∂x
(x, t) dt.

(b) (3 puntos) Considere la función u(x, y) = x sin(x) cosh(y) − y cos(x) sinh(y). Determine v(x, y)
tal que la función f(z) = u(x, y) + iv(x, y) sea holomorfa en todo C.

Pregunta 2.

(a) (4 puntos) Encuentre los discos de convergencia de las siguientes series:

(i)
∞∑
n=2

(ln(n))n(z + 1)n
2

(ii)

∞∑
n=1

n(ln(n))2zn

(b) (2 puntos) Sea f(z) = z
z+1 , encuentre la expansión en serie de f(z) en torno al punto z0 = 0 y

calcule su radio de convergencia.

Pregunta 3. Considere el polinomio p(z) = (z + (1 + i)) (z + (1− i)). Se desea calcular

I =
1

2π

∫ ∞
−∞

p′(it)

p(it)
dt.

(i) (1 punto) Compruebe que
p′(z)

p(z)
=

1

z + (1 + i)
+

1

z + (1− i)
.

(ii) (2 puntos) Para la curva ΓR formada por los dos arcos regulares, LR = [−iR, iR] y la semicir-
cunferencia SR = {z | |z| = R, Re(z) ≤ 0} (curvas que dependen de R > 0), muestre que∮

ΓR

p′(z)

p(z)
dz = 4πi,

si R es suficientemente grande.
(iii) (2 puntos) Muestre que

ĺım
R→∞

∫
SR

dz

z + (1 + i)
= ĺım

R→∞

∫
SR

dz

z + (1− i)
= iπ.



(iv) (1 punto) Usando los resultados anteriores, calcule

I =
1

2π

∫ ∞
−∞

p′(it)

p(it)
dt.


