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Pregunta 3. Considere el polinomio p(z) = (2 + (1 + 1)) (2 + (1 —)). Se desea calcular
21 o plit)
. P'(2) 1 1
1 to) C b = .
(i) (1 punto) Compruebe que P P Ry ¢ + Py
(ii) (2 puntos) Para la curva I'p formada por los dos arcos regulares, Lr = [—iR,iR] y la semicir-
cunferencia Sp = {z | |2| = R, Re(z) < 0} (curvas que dependen de R > 0), muestre que

/
7{ P(z) dz = 4mi,
'r

p(2)

I

si R es suficientemente grande.
(iii) (2 puntos) Muestre que
, dz , dz )
lim —————— = lim — =,
R—oo Jg. 2+ (1+14) R—oo g, 2+ (1 —1)

(iv) (1 punto) Usando los resultados anteriores, calcule

1 [ p/(it
=L [T,
2m J o p(it)
Solucién: Por simplicidad notacional denotaremos a lo largo de esta pregunta p; = —(1+14) y pa =

—(1 — i), notar que en tal caso:
P(z) = (2 —p1)(z — p2)
(i) Basta notar que P'(2) =1-(z —p2)+ (2 —p1) -1 = (2 — p1) + (2 — p2) luego:
P'(z)  (z—p1)+ (2 —p2) 1 1

Pz (e—p)—p) z-m  z-p

y se concluye lo pedido.

(ii) Notemos, de la parte anterior, que podemos escribir

P'(2) 1 1

PR r-m zop O TRED
con fi € HC\ {p}) y fo € H(C\ {p2}). Asi, si R es suficientemente grande (especificamente si
R > r = |p1| = |p2|, pero basta decir que R debe ser suficientemente grande para encerrar a los puntos)

se tiene que I'g encierra a p; y po, luego, en virtud del ‘Teorema de la curva’, se tiene que VR > r:

Py, b 5+ R = § AGE+ § )

Tk P(z)
:f ﬁ@@+% fo(z)dz
dD(p1,¢) 9D(p2,¢)

siempre que ¢ > 0 sea suficiemente pequeno tal que D(p;,e) U D(p2,e) C Regién encerrada por I'r
Finalmente, como estas ultimas integrales son sobre circunferencias, se puede explicitar su valor en virtud
de la férmula integral de Cauchy, reconociendo en cada integral f(z) =1 € H(C), y por lo tanto:

1
]{ fl(Z)dZ:% dz:f /z) dz = 2mi- f(p1) = 2mi
0D (p1,¢) dD(p1,e) # — P1 dD(p1,e) # — D1




analogamente:

7{ f2(2)dz = jg ! dz = % /(z) dz = 2mi - f(p2) = 2mi
0D(p2,€) dD(pae) # — P2 dD(p2,e) # — P2

y por lo tanto:

P'(z)
rr P (2)
Observacion: Es posible también que hayan identificado:

P'(z) 7{ 1 % 1 ‘ '
dz = dz + dz = 2milnd 4+ 2rilnd
ﬁ:R P(Z) Iy 2 — D1 Tp 2 — D2 FR(pl) FR(pl)

y luego, si R es suficientemente grande, entonces Indr,(p1) = Indr,(p1) = 1 de donde se concluye.

dz = 2mi + 2wt = 4mi

(iii) Veamos el primer limite, es decir, probemos que:

, dz .
lim =i
R—o00 Sk Z— D1
Dado R > r, explicitemos la integral, notar que una parametrizacién para Sg es: v(t) = Re® con

t € [7/2,37/2], luego 7/ (t) = iRe®, y por lo tanto:

/ dz /3%/2 iReit
= z’tidt
Sk Z— D1 =2 Re' —pi

la idea serd reacomodar los términos de la integral de modo de que obtengamos la cantidad ¢7w y otra
integral, la cual probaremos que converge a 0 si R — oo, para ello, notemos que:

[ R R iR
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asi, basta probar que limpg_, fﬂ/ﬂQ/ Reﬁipl

dt = 0 para concluir.
Para probar esto, notemos primero que:

/ B TR / e el
a2 Ret—p1 | T Jrn o |Ret —p|

ahora, recordando que de la desigualdad triangular se puede probar que:

||21‘ — ’Z2|| < |21 — 22| VZl,ZQ eC

entonces se tiene que:
1 1
it = it -
[Ret* —pi| = [[Re”[ — [pal] R —|pal

|1Re"| = |pal] < |Re™ —p1] =

esto dltimo pues R > r, y luego:

/3ﬂ/2‘.p1 dt</37r/2 il il
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no depende de ¢, por lo tanto tenemos:
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pues la cantidad

< T = ———
~ R—p R—V2




luego, como limpg_ o Rfi?/i = 0 se deduce:

37/2
lfm / Pyl =o
R—o00 /2 Re't — py
y por lo tanto:
dz 3r/2
Ifm —ir + lfm P gt —ir+0=ir
R—o0 Sg 2 — D1 R—o0 /2 Re*t — P1

que era lo deseado. Notemos que para ps el procedimiento es andlogo, pues solo requeria que p sea

constante. Por lo tanto:
dz dz

lim = lim
R—o0 Jg, 2 — D1 R—o0 Jg, 2 — D2

1 [ P'(it
I=— / () gy
21 J_o P(it)
Notemos que en (ii) probamos que, para R suficientemente grande se tiene:

PG [ PO, [ P,
P /L P s, P2

pero, notemos que una parametrizacién de Lr es y(t) = it con t € [—R, R], luego v/ (t) = i, y por lo tanto:

Plz)y,  [F P’(z’t)i . R pr(it)
/LR Pla) = /_R Pir) = /_R Pin) "

por otro lado, en (iii) vimos que:

=T

(iv) Queremos calcular

, dz , dz )
lim = lim =7
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asi, entonces:
P P’ P
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de donde despejando, se obtiene:
1 [ P'(it)

- -1
P

2
que es lo buscado.

Asignacién de Puntajes: Para (i) 1 punto por el célculo (que es directo)

(ii) Decir que para R grande ambas singularidades quedan enceradas por la curva tiene 1 punto
Aplicar la Férmula integral de Cauchy para cada integral y en cada caso obtener 27i tiene 0.5 4+ 0.5
puntos

(iii) Parametrizar la semicircunferencia (con t de m/2 a 37/2 por ejemplo) y escribir claramente lo que
se debe probar que converge a 7% tiene 0.5 puntos

Argumentar que el integrando converge a 7i si R — oo sin mayor detalle tiene solo 0.5 puntos (por
ejemplo, se divide numerador y denominador por Re)

Probar que converge, acotando las integrales y viendo en detalle la convergencia tiene 1.5 puntos

(iv) Escribir la ecuacién que se cumple para cada R (grande) parametrizando el tramo Lg tiene 0.5



puntos
Finalmente, tomar limites, usando los resultados previos y obtener lo pedido tiene los 0.5 puntos restantes.



