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Pregunta 1. Sea f : Ω ⊂ C→ C, con Ω un abierto no vaćıo. Supongamos que en coordenadas cartesianas
z = x + iy, f(z) = û(x, y) + iv̂(x, y), y que en coordenadas polares z = reiθ, luego f(z) = u(r, θ) + iv(r, θ)
con u y v diferenciables.
Verifique que u(r, θ) = û(r cos θ, r sin θ) y v(r, θ) = v̂(r cos θ, r sin θ), y pruebe que f es holomorfa en Ω si y
solo si:
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Estas se conocen como las condiciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares. Use estas ecuaciones
para mostrar que la función logaritmo definida como:

Log z = log r + iθ con z = reiθ con −π < θ < π

Pregunta 2. Dado λ ∈ C, definimos pλ : C \ {0} → C por:

pλ(z) = exp(λLog(z)), z 6= 0

a) Verifique que para todo k ∈ Z se tiene pk(z) = zk. Muestre que pλ(z) = pλ(z) para cualquier λ ∈ C.
b) Dados λ, µ ∈ C, verifique que pλ+µ(z) = pλ(z) · pµ(z). Determine además el dominio donde pλ es

holomorfa y pruebe que (pλ)′ = λpλ−1.
c) Todo lo anterior justifica que la función pλ se llame función potencia generalizada y que se

denote simplemente por pλ(z) = zλ. Muestre que si α, β ∈ R y t > 0 entonces:

tα+iβ = tα[cos(β log t) + i sin(β log t)]

Deduzca que:

ii = e−π/2

Pregunta 3.

a) Calcule
∫

Γ
|z|zdz donde Γ es la frontera de la región {z ∈ C : |z| ≤ 1, Im z ≥ 0} donde la integral

es recorrida en sentido antihorario.
b) Sea Γ ⊂ C un camino cerrado simple recorrido en sentido antihorario y que encierra una región

D ⊂ C. Pruebe que
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Pregunta 4.

a) Pruebe que la asociación f 7→ f ′

f
, donde f es una función holomorfa, env́ıa productos en sumas.

b) Si P (z) = (z − a1) · · · (z − an), con ai ∈ C, determine
P ′

P
c) Sea γ una curva cerrada tal que ninguna de las ráıces de P está sobre γ. Pruebe que:
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Pregunta 5. Demuestre que: ∫ ∞
−∞
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∀b ∈ R

Para el caso b 6= 0 considere la función f(z) = e−z
2

e2ibz y la región rectangular de vértices: −R,R, iτ +
R, iτ −R con τ ∈ R \ {0} a ser fijado de forma conveniente.


