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Pregunta 1.
(a) Sean F y G dos campos vectoriales dados por  F(z,y,2) = (xz —y)i+ (e2y + 23)j+ Bz22 —ay)k y
G(z,y,2) = 2ze Y i+ (cos(z) — x%e™¥) 7 — ysin(z) k. Sea I la curva cerrada, correspondiente al rectdngulo
recorrido segtin el orden de los vértices ABCD con A = (0,0,0), B=(0,0,1), C =(2,0,1) y D =(2,0,0).

(i) Demuestre que F no es conservativo, y determine el valor de 7{ F-dr
r

(ii) Demuestre que G es conservativo encontrando un potencial escalar ¢ tal que V¢ = G y determine el

valor de j{ G- dr
r

(b) Considere el campo F = g {(x —y/22 + y2 arctan(2?))i + (y + z /22 + y2 arctan(z?))j + z(2? + y2)l%}

(i) Escriba F en coordenadas cilindricas. X
Indicacién: Recuerde que p = cos(0)i +sin(6)j y que § = —sin(0)i + cos(6)]
(ii) Calcule div(F).
(iii) Calcule el flujo de F a través de la superficie de cualquier esfera de radio R > 0, orientada segun la
normal interior a esta, que no intersecte al eje OZ.

Solucioén:

(a) Notemos que para verificar que F' no es conservativo basta probar que rot(F') = 0, veamos que esto efecti-
vamente es asi:

rot(F) = i(0,(302% — wy) — 0.(a%y + %)) + (0 (32 — 3y) — Bulw2 — 1)) + B(Bula®y + %) — By (w2 — y))
= i(—z—32) 4 j(—x+322 —y) + k(2zy +1) #0

Por lo tanto, F' no es conservativo.

Para el cédlculo de la integral de linea, hay dos opciones: Hacerla por definicién o utilizar el Teorema de
Stokes (esto es posible pues la integral es en un camino cerrado), aqui detallaremos el desarrollo usando el
Teorema de Stokes:

Por un lado es claro que la curva es regular a trozos (son segmentos de rectas), ademds el campo es de clase
C*, notemos que la superficie S tal que 5 = I' estd dada por:

S={(z,y,2) eER}|0<2<2 0<2<1, y=0}
que es una superficie regular, una parametrizacion de esta superficie es:
o(z,z) = (z,0,2) z€][0,2], z€[0,1]
de donde se deduce que dA = dxdz y 7 = (0,1,0) (dada la orientacién de T'). Por lo tanto:

fﬁ-dﬁ = //th ndA = // -(0,1,0)dA
r

2
//(—x+3z2—0)dmdz://(—x—|—3z2)da:dz:O
o Jo o Jo

-
Hay que notar que esto no contradice el hecho de que F' no sea conservativo, pues este es el resultado en una
curva cerrada particular, el resultado conocido es que un campo es conservativo si integra 0 en cualquier
curva cerrada.



—

Para ver que G es conservativo basta determinar explicitamente el campo escalar ¢ tal que G = Vo.
Notemos que se tiene:

az(b =2re ¥ = ¢(l’,y7 Z) = hl(yu Z) + /2(1)6_yd$ = hl(y7 Z) + a?e?
Oy = cos(z) — x2e Y = ¢(x,y, 2) = ho(x,2) + /cos(z)dy — /xQe_ydy = ha(z,2) + ycos(z) + xe Y

9:¢ = —ysin(z) = ¢(z,y,2) = hs(z,y) — /ysin(Z)dz = h3(z,y) + y cos(z)
de estos célculos se deduce que:
b(x,y,2) = %™V +ycos(z) +C, CE€R

Se verifica directamente que Vo = G.
Finalmente, como G es conservativo se tiene que:

fé-df:o
r

P {(x —yv/22 + y2 arctan(22))i + (y + x1/22 + y2 arctan(z?))) + z(2% + y?)k/, luego,
T Y
en cilindricas se tiene x = pcosf, y = psinf, z = z, por lo tanto:

(b) Tenemos: F =

F = [(pcosf — psind - p - arctan 2%, psin @ + pcosf - p - arctan 2%, zp?)]

1 1
(pcosb, psind,0) + p—z(—p2 sin @ - arctan 2%, p® cos 6 - arctan 22, 0) + ;(0, 0, 2p?)

bw‘ = bw‘ = bw‘ =

1 1
-p(cosf,sin6,0) +— - p* arctan 2% (—sin 6, cos 6, 0) —|——sz2 (0,0,1)
—_—— —_—\— ——

p 0 k
1, 9n
= —p+ arctan z“6 + zk
P
Notar que esta expresién esta bien definida (y de hecho es de clase C*> en R? \ eje Z.

Calculemos ahora la divergencia de F":
Recordemos que en coordenadas cilindricas:

dio(F) = ~10,(Fy ) + 00(Fo) + O-(F. - )]

En nuestro caso: F, = %, Fy = arctan 22, F, = z. Por lo tanto:

_, 1 1
div(F) = ;[ap(; - p) + Op(arctan 2%) + 0, (z - p)]
1
= —[0+0+p =1
p
Por lo tanto se tiene que, en R3 \ eje Z:
div(F) =1

Finalmente nos piden calcular:

/ / F.adA
S(Zo,R)

donde S(Zp, R) es la esfera de centro &y y radio R > 0, tal que no intersecta al eje OZ, orientado segun la
normal interior.

Notemos que como la esfera no intersecta al eje OZ, entonces F es de clase C* en un voltimen que contiene
a esta superficie (por ejemplo la bola abierta B(zg, R + €) con € suficientemente pequefio tal que no cruce



al eje OZ.). Luego, es posible utilizar el Teorema de la divergencia (con cuidado de notar que el célculo de
este teorema nos dard el flujo orientado con normal exterior) para calcular este flujo, por el Teorema:

// F - fegdA = /// divEdV = /// 1V = 2ogs
S(Zo,R) B(Zo,R) B(Zo,R) 3

Dado que este cédlculo es con la normal exterior, entonces se concluye que:

& = 4
// F - fpidA = —// F - fopdA = ——7R>
S(&o,R) S(Zo,R) 3



