Capitulo 1
Funcion implicita

Problema 1 (i) Probar que el sistema

2422 —224+2=0
yz+xz—xy—1=0,

define dos funciones implicitas y = y(z), z = z(x) en un entorno del punto (z,y,z) = (2,1,1).
(ii) Sea « la curva parametrizada por a(z) = (z,y(z), z(z)), hallar la variacion de la funcion
F(z,y,2) = 22 — 2% — zyz + y? en el punto (2,1,1) segin a.

(iii) Comprobar que la ecuacion F(x,y,z) = 0 define una funcion implicita z = z(x,y) en un
entorno del punto (2,1,1) y que (z,y) = (2,1) es un punto estacionario de z(x,y).

Solucién:

(i) La funcion que define el sistema es f(z,y,2) = (fi(z,y, 2), f2(x,y,2)) = (0,0), donde
filz,y,2) =y? + 22 =22 + 2y fo(z,y,2) = yz + 22 — 2y — 1. Veamos que se verifican las tres
condiciones del Teorema de la funcion implicita en el punto (2,1,1):

a) f(2,1,1) = (0,0)

b) Calculamos las derivadas parciales de f y comprobamos que son continuas en un entorno
del punto (2,1,1).

0f1 _ oft _ ofr _

Efectivamente lo son por ser polinomios (de hecho son continuas en todo R,
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%?(2,1,” 91 (2,1,1) _‘ > 2‘_87&0
81 Seeay | [-103

Por tanto se cumplen las tres condiciones, por lo que se puede asegurar que y(x), z(z) en
un entorno del punto (2,1,1). Ademés y(2) =1, 2(2) = 1.

(ii) Para calcular la variacion de la funcién F' necesitamos conocer el gradiente de F' y el
vector tangente a a. o/(2) = (1,y'(2),2'(2)). Para conocer y'(2),2'(2) volvemos a aplicar el
teorema de la funcién implicita:

y'(2) 1/ 3 -2 —4 3/2
) =) 00) (00
Por tanto o/(2) = (1,3/2,—1/2). Por otro lado,

VE(z,y,2) = (2 —yz,2y —xz,x — 2z — xy)

VF(2,1,1) = (0,0, —2). Luego la derivada direccional de F' en la direccion del vector tangente
a « en el punto (2,1,1) es:

22

V14 V14

En esta tltima expresiéon, hay que recordar que al calcular la derivada direccional, es necesario
normalizar el vector dicha direccién.

D,F(2,1,1) = VF(2,1,1)(1,3/2,—1/2)

(iii) Veamos que se verifican las tres condiciones del Teorema de la funciéon implicita en el
punto (2,1,1):
a) F(2,1,1) =0

b) En el apartado (ii) ya hemos calculado las derivadas parciales de F' y son evidentemente
continuas en un entorno del punto (2,1,1) por ser polinomios (son continuas en todo IR?)

%:z—yz %—5:23/—37,2 %—Z;:x—lz—xy

OF
5, (2L =-2#0

Por tanto se cumplen las tres condiciones del teorema de la funcion implicita, por lo que se
puede asegurar que z(z,y) en un entorno del punto (2,1,1). Ademas z(2,1) = 1. Ademas,

(Een Zen)="100=00

Luego el punto (2,1) es un punto estacionario de la funcion z(z, y).



Indice general 7

Problema 2 (i) Probar que el sistema
2 4+22—22+4=0
eVl —22=0,
define dos funciones implicitas y = y(x), z = z(z) en un entorno del punto (z,y,z) = (3,1,2).

(ii) Sea « la curva parametrizada por a(x) = (z,y(x),2(x)), calcular el vector tangente y el
plano normal a « en el punto x = 3.

Solucién:

(i) La funcién que define el sistema es f(z,y,2) = (f1(z,y, 2), f2(x,y,2)) = (0,0), donde
filz,y,2) =y? + 22 =22+ 4y fol(z,y,2) = eV L + 2 — 22 = 0. Veamos que se verifican las tres
condiciones del Teorema de la funcion implicita en el punto (3,1,2):

a) f(37172) = (O’O)

b) Calculamos las derivadas parciales de f y comprobamos que son continuas en un entorno
del punto (3,1,2).

ofv _ o, Ofi _ ofr _
gf_ 2 86 =2y gf—Qz
e =l Gy =%

Efectivamente lo son por ser polinomios y composicién de la exponencial con un polinomio
(de hecho son continuas en todo IR>.

o, o,
3,1,2 3,1,2

gy 012 61 =7 2|1z

Fe3:12) FEB.1,2)

Por tanto se cumplen las tres condiciones, por lo que se puede asegurar que y(x), z(z) en
un entorno del punto (3,1,2). Ademas y(3) =1, 2(3) = 2.

(i) o/(3) = (1,9/(3),2/(3)). Para hallar y'(3), 2/(3) aplicamos nuevamente el teorema de la
funcién implicita:
y'(3) 2 4\ '/ -6 L [ —4 —4 —6 5/3
23 ) \1 -4 1) 12\ 1 e 1)\ 23
Por tanto, un vector tangente a la curva « en el punto (3,1,2) es v = (1,5/3,2/3). Y el plano
normal a « en el punto (3,1,2) tendrd por ecuacion:

(x—=3)+5/3(y—1)+2/3(z—2)=0
Es decir, 3z 4+ 5y + 2z = 18.
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Problema 3 (i) Probar que el sistema

{ (@—22+@y-12+(z-2?2=1

Bmy+$2—22:1,

define dos funciones implicitas y = y(z), z = z(x) en un entorno del punto (z,y,z) = (2,0,2).
(ii) Sea o la curva parametrizada por o(x) = (z,y(z), z(x)). Hallar el vector tangente a o en
el punto r = 2.

(iii) Calcular la derivada direccional de la funcion F(z,y, z) = sin(zy) + 22 en el punto (2,0,2)
sequn el vector tangente a o en el punto x = 2.

Solucién:

(i) Las funciones que definen el sistema son fi(x,9,2) = (z —2)?2+(y—1)2+ (2 —2)> -1y
fa(x,y,2) = €% + 2% — 22 — 1. Veamos que se verifican las tres condiciones del Teorema de la
funcion implicita entorno del punto (2,0, 2).

(1) £1(2,0,2) =0+1+0—-1=0y f2(2,0,2) =1+4—-4—1=0. (si)
(2)
8L —2@-2) Hr-20py-1) YPL=2:-2

sz zy Ofs _ oy Ofs _ _
= ye*Y + 2x 5y — e 52 = —2z2.
Luego existen las derivadas parciales y son continuas en todo IR® por ser funciones polinémicas

o composicién de polinomios con la exponencial.

(3)

oh o
dy 0z -2 0 | _ .
o 0 —’ 9 4’—87&0.(51)

oy 0z (2,0,2)
Por tanto, el Teorema de la Funcion Implicita asegura que en un entorno del punto (2,0,2) se
pueden definir las funciones y = y(z) y z = z(x) diferenciables tales que y(2) =0, z(2) =2y
verifican el sistema. Ademés,
y'(2) —2 0\ /0 1/ —4 0 0 0
2(2) 2 4 4 8\ —2 2 4 1)
(i) Si a(x) = (z,y(z),2(z)) es la curva definida por el sistema, su vector tangente en 2 es

o/ (2) =(1,0,1).
(iii) Como F es diferenciable la derivada direccional sera:

D,F(2,0,2) = (VF(2,0,2),v),

1
=—(1,0,1) y VF(z,y, z) = (y cos(zy), x cos(zy), 2z). Por tanto,
'@l V2

donde v =

L ((0,2,4),(1,0,1)) = 2v/2

F(2,0,2) = %
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Problema 4 Probar que la ecuacion 1%y — y?x + 22 cos(xz) = 1 define una funcion implicita
z = z(z,y) en un entorno del punto (0,/2,1). Hallar el plano tangente a la superficie z = z(x,y)
en el punto (0,/2).

Solucion:

En primer lugar definimos la funcién que aparece en la ecuacion. Sea f(z,y, z) = 2%y —y?z+
2% cos(xz) — 1. En segundo lugar comprobamos que se cumplen las condiciones del Teorema de
la funcién implicita:

(i) £(0,4/2,1) = 0. (Si se verifica)

(ii) Las parciales de la funcién f existen y son continuas

or =2xy — y? — ¥ sin(xz), of = 2% — 2z, of = 2z cos(xz) — 22wsin(zz).

Ox Jy 0z

(Si se verifica)

3

(iif) %(0, V2,1) =2 #0. (Si se verifica)

Por tanto z = z(z,y) en un entorno del punto (0,v/2,1). Ademés, 2(0,v/2) =1y

of
0z pr  2ay—y®— 2°sin(xz)
or _g T 2zcos(zz) — 22z sin(xz)
0z
of
0z Ay B % — 2yx
dy 7@ " 2zcos(zz) — 22z sin(xz)
0z

En particular, %(O, V2)=1y Z—Z(O, V2) = 0.

Al tratarse de una superficie dada de forma explicita z = z(z,y) la ecuacién del plano
tangente en el punto (a,b) es:

T—a 1 0 T 10
0= y—>b 0 1 =ly—v2 0 1|=z-1-2
z—z(a,b) Diz(a,b) Dyz(a,b) z—1 1 0

Luego el plano tangente a nuestra superficie en el punto (0,v/2) es z = x + 1.

Problema 5 Probar que la ecuacion y*x — x%y + xsin(z) = 2 define una funcion implicita
z = z(z,y) en un entorno del punto (1,—1,0). Hallar el plano tangente a la superficie z = z(z,y)
en el punto (1,—1,0).
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Solucién:

Sea f(w,y,z) = y?x — 2%y + zsin(z) — 2. Veamos que se verifican las tres condiciones del
Teorema de la funcion implicita en el punto (1, —1,0):

a) f(].,*l,()) =0

b) Calculamos las derivadas parciales de f y comprobamos que son continuas en un entorno
del punto (1,-1,0).

g—i = y? — 2zy + sin(2) %ch = 2wy — a® % = z cos(z)

Efectivamente lo son por ser polinomios y productos de polinomios por senos y cosenos
(de hecho son continuas en todo IR*, f € C*(IR?)).

c)
of B

Por tanto se cumplen las tres condiciones, por lo que se puede asegurar que z(z,y) en un
entorno del punto (1,-1,0). Ademés z(1,—1) = 0.

Para hallar el plano tangente a la superficie z = z(x, y) necesitamos conocer % y g—; Para

ello aplicamos de nuevo el teorema de la funcién implicita:

0z 0z
=3 g,=

Por tanto la ecuacion es, z = 3(x — 1) —3(y + 1) = 3z — 3y — 6.

Problema 6 Probar que el sistema de ecuaciones:

2?2 +sin(x) —y? + 23 =
—In(1+2)+y%2=1

define implicitamente dos funciones y = y(z) y z = z(x) en un entorno del punto (z,y,z) =
(0,1,1). Sean C C IR? la curva que define el sistema de ecuaciones considerado, dada en
coordenadas pardmetricas por a(x) = (z,y(x),z(z)) y la funcion g(z,y, z) = 2xyz + z tan(z).
Calcular la derivada direccional de g en el punto (0,1,1), segin el vector tangente a a(x) en
z=0.
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Solucion:

En primer lugar definimos las funciones que aparecen en el sistema de ecuaciones, f;(z,y,z) =
22 +sin(z) —y? + 22y fo(z,y,2) = —In(1 + ) + y?z — 1. En segundo lugar comprobamos que
se cumplen las condiciones del Teorema de la funcién implicita:

(i) f1(0,1,1) =0y f2(0,1,1) = 0. (Si se verifica)

(ii) Las parciales de la funcion f = (f1, f2) existen y son continuas en un entorno de (0,1, 1)

of of1 of1 2
o x + cos(x), By Y s 3z
of 1 of _,  0fh _,
or 14z’ oy vz 8z 7
(Si se verifica)
Moy Loy | | 3
(iii) Y : = = —8 # 0. (Si se verifica)
8f2(01 1) af2(011) 2 1
8y ) ) aZ ) )

Por tanto y = y(x) y z = z(z) en un entorno del punto (0,1,1). Ademas, y(0) =1, z(0) =1
y'(0) -2 3\ '/ 1 1/ 1 -3 1 1/2
20) ) 2 1 1) 8\ 2 o)1) \ o
Sea a(z) = (z,y(z), z(z)), para hallar la derivada direccional tenemos que calcular en primer
lugar el gradiente de g en el punto (0,1,1) y en segundo lugar el vector tangente a o en = = 0.

Vg(x,y,z) = <2y2 + @,2I2,2I’y + ta‘n('r)> - VQ(Oa 17 1) = (3’070)7

a’(0)

o o 2
@O = L1200 = =10 = 7

(1,1/2,0).
Por tanto,

Dyg(0,1,1) = (Vg(0,1,1)[v) = ?

Problema 7 Probar que el sistema de ecuaciones:

2%y + sen(zyz) + 22 =1
eV +rz=1

define implicitamente dos funciones y = y(z) y z = z(x) en un entorno del punto (z,y,z) =
(1,1,0). Sean C C R? la curva que define el sistema de ecuaciones considerado, dada en
coordenadas pardmetricas por o(z) = (z,y(x),2(x)) y la funcion g(z,y,z) = 2% + y? + 2°.
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Calcular la derivada direccional de g en el punto (1,1,0), segin el vector tangente a a(x) en
=1

Solucién:

La funcién que define el sistema es f(z,y,2z) = (fi(z,y,2), fa(z,y,2)) = (0,0), donde
fi(z,y,2) = 2%y +sen(zyz) + 22 — 1y fa(x,y,2) = €Y + 2z — 1. Veamos que se verifican
las tres condiciones del Teorema de la funcién implicita en el punto (1,1, 0):

a) f(1,1,0) = (0,0)

b) Calculamos las derivadas parciales de f y comprobamos que son continuas en un entorno
del punto (2,1,1).

% = 2zy + yz cos(zyz) % = 2% + 2z cos(zyz) % = 2z + zy cos(xyz)

Efectivamente lo son por ser polinomios o producto de polinomios por una composicién
de la exponencial y otro polinomio (de hecho son continuas en todo IR?).

Gravo grano |1t ]—en

Por tanto se cumplen las tres condiciones, por lo que se puede asegurar que y(x), z(z) en
un entorno del punto (1,1,0). Ademas y(1) =1, 2(1) = 0.

(ii) Para calcular la derivada direccional pedida, necesitamos conocer el gradiente de g y
el vector tangente a a. /(1) = (1,4'(1), 2’(1)). Para conocer y’(1), 2’(1) volvemos a aplicar el
teorema de la funcién implicita:

y'(1) 12 -1 2 —2
o)) G- ())
Por tanto o/(1) = (1, —2,0). Por otro lado,
Vy(z,y,2) = (22,2y, 22)

Vg(1,1,0) = (2,2,0). Por tanto,

-2

D,g(1,1,0) = (2,2,0)(1,-2,0)1/v5 = 7
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Problema 8 Sea r € R" — {0}. Probar que el sistema de ecuaciones:
2?2+ 22 =12
Y2+ 22 =12
define implicitamente dos funciones x = x(2), y = y(z) en un entorno del punto (x,y,z) =

r r 2 . . .
(—=,—=,—=). Sea C C R” la curva que define el sistema de ecuaciones considerado, dada
V2 V27 V2

en coordenadas paramétricas por a(z) = (x(z),y(z),z). Probar que el vector tangente a «(z)
en el punto z =

V2

f(m,y,z) =22y — 372

es paralelo al plano x —y = 0. (b) Calcular la variacion de la funcion

en el punto ( a lo largo de esta curva.

VRV

Solucién:

La funcién que define el sistema es f(z,y,2) = (fi(z,vy,2), fa(z,y,2)) = (0,0), donde
filx,y,2) =224+ 22—r?y fo(z,y, 2) = y? + 2% —r?. Veamos que se verifican las tres condiciones

del Teorema de la funcién implicita en el punto ( % =, )

27 V27 V27"

a) f(%7 %7 %) = (070)

b) Calculamos las derivadas parciales de f y comprobamos que son continuas en un entorno
T T

del punto (%, -, ).

V27 V2
9 _9y 9o 9L 9,
oF o}, 5
2 2 _ 2 _
Tz =V By =W P =%

Efectivamente lo son por ser polinomios (de hecho son continuas en todo R,

c)

afl T T T afl T

gf(\/ﬁaﬁvﬁ) 36}{ (\[ V27 \[) :’ \/57" 0 ‘227“2750
9dje(r v ry OJ2/r r_ 0 2

oz (V30 V5 V3 0y (% ) var

Por tanto se cumplen las tres condiciones, por lo que se puede asegurar que z(z), y(z) en
r _r
un entorno del punto (f 75 f) Ademas y(f) =7 z(%) =7

(ii) El vector tangente a « en el punto z = 7 es O/(%) = (m’(%),y’(i), 1).

Para hallar '(-2=) y /(

73 ) volvemos a aplicar el teorema de la funcién implicita:

) B 1 \/57’ B -1
) e\ var _<—1>

= %%k

S sk
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Por tanto a’(%) =(-1,-1,1).

Para calcular la variaciéon de la funcién f necesitamos conocer el gradiente de f y el vector
tangente a a que acabamos de hallar. Por otro lado,

vf($7y72) = (yz - 21.’3727331/)

Vf(%, %7 %) = (r?/2 — v/2r,7%/2,72/2). Luego la derivada direccional de f en la direccion
del vector tangente a « en el punto (2,1,1) es:

ror T roor T
D B~ R ~L R~ Y~ R ~L R~ —1,—1,17:
SR =V e e R BT
En esta iltima expresiéon, hay que recordar que al calcular la derivada direccional, es necesario
normalizar el vector dicha direccién.

Y 1 —r2/24+2r

Problema 9 Probar que el sistema

Y’ +22=9
zy+2=0
define implicitamente x = x(z), y = y(z) en el entorno de (x,y,z) = (2,1,-2). Si a(z) =

(2(2),y(2),2) denota la curva definida por el sistema anterior, calcular la recta tangente y el
plano normal a a en z = —2.

Solucién:

Las funciones que definen el sistema son fi(2,y,2) = 22 + 4>+ 22 -9y fo(z,y, 2) = 2y + 2.
Veamos que se verifican las tres condiciones del Teorema de la funcién implicita entorno del
punto (2,1, —2).

(i) f1(2,1,-2) =44+14+4—-9=0y f2(2,1,-2)=2—-2=0. (si)
(i)

0 0 o)
Gr=20 YPr=2y Gh-2:
0f of of _

o — Y oy =z 0z
Luego existen las derivadas parciales y son continuas por ser funciones polindémicas, es decir,
f=(f1,f2) € CW. (si)
(iii)

oh oh
Ox 0Oy 4 2 .
of, O ‘1 2‘67&0.(51)

O 9y @iz
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Por tanto, el Teorema de la Funcion Implicita asegura que existen U((2,1)), V(—2) y funciones
x = x(z) y y = y(z) diferenciables en V(—2), tales que z(—2) = 2, y(—2) = 1 y verifican el
sistema. Ademas,

2'(~2) L[4 2\ /4 L[ 2 -2 —4 5/3

v'(~2) 6\1 2 1 6\ -1 4 1 —4/3 )
Si a(z) = (z(2),y(z),2) es la curva definida por el sistema, su vector tangente en el punto
(2,1,-2) es &’'(—2) = (5/3,—4/3,1). Por tanto, la recta tangente a la curva en z = —2 es:

r—2 y—-1 2z2+2
5/3  —4/3 17

y el plano normal es:

) 4
g(I*Q)*g(y*1)+(Z+2):O = bz —4y+3z=0.

Problema 10 Probar que el sistema

22 4y 22 =0
r—2y+2z=0
define implicitamente y = y(x), z = z(x) en el entorno de (x,y,z) = (3,4,5). Si a(z) =

(x,y(z),z(z)) denota la curva definida por el sistema anterior, calcular la variacion segin la
curva « de la funcion f(xz,y, z) = e®¥ + 2% en el punto (3,4,5).

Solucién:

La funcion que define el sistema es f(z,y,2) = (fi(z,y,2), fo(x,y,2)) = (0,0), donde
filz,y,2) =22 +y?> — 22y fa(x,y,2) = © — 2y + 2. Veamos que se verifican las tres condiciones
del Teorema de la funcién implicita en el punto (3,4, 5):

a) f(3,4,5)=(0,0)

b) Calculamos las derivadas parciales de f y comprobamos que son continuas en un entorno
del punto (3,4,5).

0 z
Ofs _y Ofs_ o Ofa_,
Or Oy 0z

%:230 %:234 %——22

Efectivamente lo son por ser polinomios (de hecho son continuas en todo R,
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) )
O1(3,4,5) 91(3,4,5) _‘ s 10

— 1240
afy (3,4,5 942(3,4,5) -2 1 ‘

ﬂ

Por tanto se cumplen las tres condiciones, por lo que se puede asegurar que y(x), z(z) en
un entorno del punto (3,4,5). Ademas y(3) =1, 2(3) = 1.

(ii) Para calcular la variacion de la funcion f necesitamos conocer el V f y el vector tangente
aa. d(3) =(1,y(3),2'(3)). Para conocer y'(3), 2/(3) volvemos a aplicar el teorema de la funciéon

implicita:
Y (3) L /110 6 4/3
23) ) 12\2 8 1)\ 5/3
Por tanto o/(3) = (1,4/3,5/3). Por otro lado,

Vi(z,y,z) =ye™, xe™,2z2)

Vf(3,4,5) = (4e'?,3e!2,10). Luego la derivada direccional de f en la direccién del vector
tangente a « en el punto (3,4,5) (dicho con otras palabras, la variacion de f a lo largo de la
curva « en el punto (3,4,5)) es

3 3
52 5v2

Para calcular esta ultima expresion, ha sido necesario normalizar el vector o'.

DuF(3,4,5) = VF(3,4,5)(4'%,3¢%,10) " = ——(12¢1% 1 50)





