Calculo en Varias Variables

Auxiliares: G. Cisternas
M. Soto
C. Serpell

P18. a) Calcule la integral
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b) Sea f(z,y,z) = [ (at+e*logt + z)dt. Calcule 3L y 3
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P19. a) Sea f : R®\ {0} — R una funcién continua. Si bien esta funcién no estd
definida en el origen uno podria intentar definir la integral de f sobre la bola unitaria
B por un proceso de limite. Haciendo una analogia con el caso de una variable la idea

seria definir
/ ;= / /,

B\B(0,¢)
donde B(0,¢) es la bola de centro 0 y radio €. Supongamos que existen constantes

a € Ry C >0 tales que
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. Para qué valores de « tiene sentido la definicién de arriba?
b) Considere la funcién f : [-1,1] x [-1,1] — R definida por:
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(Es f una funcién integrable en [0,1] x [—1,1]? Justifique en tres lineas sin de-
mostrar.

P20. a) Considere el volumen © C R?® definido por las siguientes desigualdades
x2+z2§1, 0§y§22+3§2.

Suponiendo que €2 tiene densidad de masa p(z,y, z) = (1 — 22)1/2. Calcule la masa de
Q2 y la componente y de su centro de masa. ;Qué puede decir de las componentes x y
centro de masa, sin hacer calculos?



P21. Calcule la integral

/|y—$‘,
Q

donde 2 es el dominio determinado por

Q={(z,9,2) /2" +y* <4,2> 0,24+ 2 <3,y > 0}.

P22. Considere la esfera de radio R cortada por un cilindro de radio ry > R, cuyo eje
coincide con el eje z. Definimos el dominio 2 como la parte de la esfera que queda por
fuera del cilindro.

(i) Sila densidad de la esfera es p(r, 6), escriba la integral a calcular para encontrar
la masa de €. La masa es funcién m(R, 7).

(ii) Calcule la derivada parcial de m con respecto a rq y déjela expresada y simplifi-
cada en términos de integrales de una variable.

P23. a) Calcule la integral

/ / 22y dzdy
D

cuando D es la region D = {(z,y)/y > 2> Ny < —x? = 8}.

b) Calcule la integral
/ / 22y dzdy
s

donde S = {(z,y) € R®/zy > 1,2y < 2,y > z,y < 4z} usando el cambio de variable
u=gzyAv=>=1
Hint: Dibuje S y su imagen U bajo el cambio de variables.

P24. Un casco esférico centrado en el origen tiene radio interior 10 ¢cm y radio exterior
20 cm. Este casco esta hecho de un material cuya densidad es 0, 4r26fn—rS, donde 7 es la
distancia de (z,y, z) al origen. Encontrar la masa del casco. Flotard el casco si se deja
caer en un estanque de agua?

Hint:
i) densidad del agua es 1gr/cm?.

ii) Un cuerpo flotard cuando su masa es menor que la masa del agua que desplaza.



P25. Considere el sélido Y de R® determinado por las desigualdades siguientes
P+ 422 <4,2>0,224+2>1

Este s6lido tiene una densidad variable igual a:

: ) 22+ g

T, Y, 2) = 55—
PRy 2?2 +y?+ 22
Calcule la masa del sélido.

P26. Sean fy ¢g: R? — R, acotados e integrables en A C R? rectdngulo. Demostrar
usando sumas de Riemann que f + g y f - g son integrables en Ay que [(f +g) =
A

[f+9=[f+]g
A A A
Demuestre con esto que (justificando todos los pasos):
b b
1
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P27. a) Calcule la integral

2 pl ,
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b) Considere la transformacién T'(u,v) = (u,v(1 + v?)) y la funcién f(z,y) = =z.
Grafique el conjunto D = T'([0,3] x [0,2]) y calcule [, f en forma directa y usando el
teorema de cambio de variable. ¢) Calcular
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en forma diecta y en el orden dydxdz.

1,y 2 2y
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Dibuje la region sobre la cual se define I y calcule su valor usando las integrales iteradas
en los dos ordenes.

P28. Sea

P29. Calcule (si existe) la integral

/ / sin(z? + y?)dzdy
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