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Pregunta 3.
a) Sea f:R? — R una funcién de clase C? que satisface la ecuacién:

o*f o*f
@(ﬂf Y) — 2

Muestre que una funcién g : R?> — R tal que f(z,y) = g(u(z,y),v(x,y)) = gz +y,z — y)
satisface la ecuacién:

(z,y) =0 V(z,y) € R?

d%g
;v) =10
Oudv (v, 0)
(2 ptos.)
b) Recordemos que una funcién ||-|| : RY — R se dice norma si satisface las condiciones siguientes:
VA ER y Vz,y € RV:
[Azf[ = [A]- []]]
lz+yll < llzll+ 1yl
|z|]]=0 < z=0
Diremos ademds que dos normas: || - || ¥ || - ||s son equivalentes si existen constantes positivas

C1 y C5 tales que:
Cillzlla < lllls < Collt|la Vo e RY

El propésito de este problema, es probar que en RV todas las normas son equivalentes.
Para ello, sea || - || una norma cualquiera y || - ||; la norma definida para todo z € RY por:

N
el = 3 Ja
=1

y siga los siguientes pasos:
a) Pruebe que || - |1 es una norma en RV

b) Notando que = € RY ge puede descomponer como r = x1e1 + x2e2 + ... + Tyey con
e;=(0,...,0,_1 ,0,...,0) pruebe que
i
]| < Callz(1

con Cy = max; ||e;||

c) Pruebe que || - || : RN — R es una funcién continua.
Indicacién: Use la desigualdad triangular de forma apropiada para probar que

[l = llylll < Clle = ylh-

d) Para concluir, considere el conjunto S = {z € RV : |z|; = 1}. Argumente por qué este
conjunto es compacto, y utilizando la parte anterior, concluya que existe C7 tal que:

Cillzll < llz]| Ve e RY
(4 ptos.)



Solucion:

a)

Notar que g es una funcién de clase C2 por ser composicién de funciones de esta clase. Calculemos
fzz — fyy en términos de g (donde se entiende la notacion: 0, f = f;).
Para ello primero notemos que se tienen las siguientes derivadas:

ux:(x—l—y)z:l, Uy:(x+y)y:17 vy = (T —y)z =1, Uy:(x_y)y:_l
Luego:

fx(xay):gx(uav) = Gu Uy + Gv Uz =Gu+ 9o
fea(T,y) = gz (u,v) = (gu+ gu)z = (Gu)z + (9v)z = (Guu - Uz + Gou * Vz) + (Guv - Uz + Gov - V)
= Guu T Gvu + Guv + Guo N Guu + 29uv + Gov

Teo Schwartz

Por otro lado:

fy(x7y) = gy(u,v) = Gu- Uy + g - Vy = Gu — Gov
fyy(xay) = gyy(uav) = (gu - gv)y = (gu)y - (gv)y = (guu “ Uy + Gou Uy) - (guv " Uy + Guu 'Uy)

b.a)

= Guu — Gvu — Juv T Gwv \:’/ Guu — 29uv + Gov
Teo Schwartz
Luego:
fx:c - fyy = Guu t+ 2guv + Gu¥ — (guu - 2guv + gvv) = 4guv
pero por hipdtesis:
fx:p - fyy =0

Luego

4guv:0:>guv20
como se queria probar.
Observacioén: Es posible hacer el problema despejando x e y en términos de u y v y luego
calculando g, directamente. El desarrollo es andlogo a este en cualquier caso. (Es decir, se usa
igualmente la hipétesis de que f resuelve la ecuacion.
Asignacién de Puntajes: 0.8 por el célculo de f;, y 0.8 por el de f,,, 0.4 restantes a concluir.
Se debe penalizar con 0.3 el no mencionar el uso del Teorema de Schwartz (no necesariamente
explicitando el nombre, pero al menos notando en forma explicita que las derivadas cruzadas
son iguales). Si se hace el problema de la otra forma, hay que razonar de forma similar, 0.8 a
cada derivada de g y 0.4 a concluir.

Para ver que || - ||1 es norma, hay que ver que cumpla las 3 condiciones asociadas: Sean \ €
R, z,y € RN, luego se tiene que:

N N N
Azl =D [Azil = > Ml = A ] = M|zl
=1 =1 =1

Por lo que se satisface la primera condicién, por otro lado:
N N

N N
lz+yllh =) |z + il < al Hlyl =Dl D il =zl + llylh
i—1 s i—1 i=1 i=1
fu+ o] < [l + [o] en R

Por lo que se cumple la segunda condicién, finalmente:

N
H$H1ZO@Z\xZ-]:O(:)xi:OV'L'@x:O
i=1

Esto prueba la tercera condicién, se concluye que || - [|1 es norma en RY (1 Punto)
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b.b) Sigamos la indicacién, como x = z1e1 + ...+ xyey (notar que los x; estdn en R, e; son vectores
en RY), entonces:
N
Izl = llzie1 + ... +anen|| < |zren]| + lzzeal| + ... + [lzven|| = [zilllel]. .+ [enlllen] = D laillles]
i=1
donde la desigualdad es por desigualdad triangular aplicada N — 1 veces, la igualdad es por la
propiedad ||[Az|| = |A|||z|. Notar ademas que:
N N
> lwillleill <) |l - Co
i=1 i=1
con Cy = max; ||e;||, como esta cantidad es independiente de 7, sale de la suma y se tiene:
N N N
lzll < lailllesll <> Jal - Co = Co Y || = Callz[lx
i=1 i=1 i=1
que era lo deseado. (1 Punto)
b.c) Partamos probando la indicacién, para ello, basta notar que:
2]l = 11z —y) + yll < llz —yll + Iyl = =l = llyll < [lz =yl
analogamente:
lyll = llll < llz =yl
Por lo tanto, se concluye que:
izl = llylll < llz —yll < Callz — ylh
donde la tultima desigualdad es por la parte anterior, con esto se concluye la prueba de la
indicicacién. (0.5 Puntos)
Para probar que la funcién || - || es continua, basta ver que si z, — x entonces ||z,| — |z||.
Como estamos trabajando en RY con la topologia asociada a la norma || - ||, entonces, tal como
se indicé en el control, la convergencia estd caracterizada por:
Tp =& ||z, — 2zl =0
Luego, se tiene que:
Nzl = llzlll < Collzn — 2lly =0
por lo tanto: ||z,|| — ||z|| ¥ se concluye que || - || es continua en RY (0.5 Puntos)
b.d) Primero veamos porque S es compacto (es decir, cerrado y acotado): por un lado, que sea aco-

tado es obvio, pues si € S entonces ||z|; = 1, luego S C B(0,2) (por ejemplo, en realidad
basta con cualquier bola de radio mayor estricto a 1). Asi, S es acotado.

Para ver que S es cerrado hay 2 opciones, una es notar que S = || - || {1}, es decir, que S es la
preimagen del cerrado {1} a través de la funcién continua || -||; (acabamos de probar en la parte
anterior que toda norma lo es, en particular la norma 1). Luego, S es cerrado por resultado
conocido.

La otra forma es a través de sucesiones: Sea x, € S tal que x, — x, si probamos que x € S,
entonces S es cerrado, veamoslo rapidamente:

Como z,, € S entonces ||z,||1 = 1 Vn, como la funcién norma es continua, entonces ||z,[1 —
||| 1, luego, por definicién de limite, dado que para todo n la norma de z,, es 1, se concluye que
|z|]|1 = 1, es decir: x € S. Por lo tanto S es cerrado.

Asi, hemos probado que S es cerrado y acotado, luego compacto. (0.5 Puntos)

Para concluir el resultado deseado, notemos que S es un conjunto compacto, y || - || es una
funcién continua en todo RY, en particular en S. Por Teorema se tiene que || - || alcanza su
maximo y su minimo en S.



Es decir, existe z* € S tal que ||z*|| < ||z|| Vz € S
pero notemos que si x # 0 entonces y = ”;””1 € S, luego, para todo = € RV tal que = # 0 se
tiene:

[l < {lyll =

|
[l
es decir, equivalentemente:

lz*| - flells < ll]] Vo e RN,z #0
Notar que si bien en un principio esto vale si x # 0, para x = 0 a posteriori también vale (de
hecho se tiene la igualdad en tal caso, pues las normas se anulan si y solo si x = 0). Por lo tanto,
se concluye que:
|| - Izl < flz|| V& e RY
luego, existe C; = ||z*|| > 0 tal que:
Cillzly < |lz| VzeRY

con lo que se concluye lo pedido (0.5 Puntos).

(Esto ya no tiene puntaje) Se concluye lo que se deseaba demostrar en la pregunta, pues hemos
encontrado constantes postiivas

Cr = [[27[], C = min le;]]
tales que
Cillz]lx < [lzll < Ceflz]ly Vo e RY
Por lo tanto, todas las normas son equivalentes a la norma 1, y por tanto todas son equivalentes

entre si. (pues la equivalencia de normas es una relacién simétrica, basta tomar C7 = 1/Cy y
C9 = 1/C para tener la relacién simétrica entre || - || y || - [|1)-



