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Pregunta 1.

a) Sea f una funcién continua R C R2. Con R = {(z,y) | 0 < x < a,0 < y < b} Demuestre que existen:
m = ming yer f(2,y) y M := mix, y)er f(z,y) tales que:

m-abS/fSM-ab
R

b) Si f(r,y) = eV .
Demuestre que para R = {(z,y) |0< 2z <1,0 <y <1}

1§/f§62
R

Solucidn: a) Primero que todo, notemos que la existencia de los niimeros m y M estd asegurada puesto que f
es una funcién continua en el compacto R (pues es un conjunto cerrado y acotado). (0.5 Puntos)
Por monotonia de la integral, si definimos g(z) =m Vo € Ry h(z) = M Vz € R, notando que g(z) < f(z) <

h(z) Yz € R entonces:
/ g < / f S/ h (0.5 Puntos)
R R R

(no es necesario hacerlo tan detallado, basta notar/argumentar que en R: m < f < M) y como las funciones ¢

y h son constantes, entonces:
/ g:/ mzm/ 1=m-Area(R) = m - ab
R R R

/h:/M:M/1:M.Area(R):M-ab
R R R

m~ab§/f§M-ab (2.0 Puntos)
R

de donde se concluye que:

Notar que es posible probar esto con sumas de Riemann, aunque es mucho mds tedioso. (Ver Pauta Auxiliar 10)

b) Notemos primero que todo que f(z,y) = Y™ es continua en todo R?, en particular en R (que en este
caso es el cuadrado [0,1] x [0,1] pues a = b= 1) (0.5 Puntos), por lo tanto, por la parte anterior:

mS/RfSM

donde m y M son el méximo y minimo de la funcién en este compacto.
Para concluir, notemos que y + = € [0,2] si z,y € [0,1] x [0,1] (1 Punto) y como la funcién de una varia-
ble e! es creciente, entonces, si t = x+y € [0,2] se deduce que: m = e = 1, M = e? y se concluye. (1.5 Puntos)

Pregunta 2.
a) Hallar el volumen del sélido limitado por las superficies z = 22 + y? y z = 4 — ¢/?
b) Calcule el volumen del sélido limitado por:
4y =1
322 = 22 442
22— 4y
1



Solucién: a) Notando que, si estudiamos la interseccién de las superficies, se obtiene que:

2
2 2 2 2 2 z\? Y
z=x"4y" " =4—y*" 7+ 2 —4(:)(—) —|—<> =1
Yy Yy Yy 5 \/5

es decir, todo punto perteneciente a ambas superficies a altura z dada, esta en la elipse de ecuacién

5 2
(5)°+ (%) =1

Por lo tanto, se tiene que el volumen considerado es el voliimen de la regién D dada por (hagan un dibujo y se
convencerdn de las desigualdades):

D={(v,y,2) | 2* +y* <2 <4—y* A2® +2y* <4} (1 Punto)

Vol(D) = ///D ldzdydz

entonces, como la restriccién de estar en la elipse es independiente de z, se tiene:

4—y?
Vol(D) = // dxdy/ 1dz
E :E2+y2

Vol(D) = // 4 —2y* — x*drdy (1 Punto)
£

Luego como:

luego:

2
donde € = {(z,y) | x> +2y% < 4} = {(m,y) | (%)2 + (%) < 1}. Esto sugiere el cambio de variables siguiente:

x=2pcosh, y=+2psinb, pel0,1], € [0,27]

que lleva el rectangulo asociado en (p, 0) a &, asi, por cambio de variables (notando que en este caso |det T'| =

2v/2p):
1 27
Vol(D) = // 4 — 22 — 2?dedy = / / (4 —4p?) - 2v/2pdbdp = 16\@w/ (1—p)pdp = 16\/57& =4V2n
& 0 0

1
0
(1 Punto) por concluir.
b) En esta parte basta notar que la regiéon donde debemos integrar es la regién comprendida entre los co-
nos de ecuaciones 22 = 22 + 92, 322 = 22 + 92 y dentro de la esfera de ecuacién =2 4+ y? 4+ 22 = 1. Es facil notar
que se tiene en tal caso que:
2 2
e +y
D = {(mﬂ y7 Z) | 3
lo natural es describir esta regién en coordenadas esféricas, notando que cada cono (como superficie) inscrito en

una esfera se ver como los puntos con dngulo azimutal ¢ fijo, 8 € [0,27] y r € [0, R], si el cono tiene ecuacién
Az? = 2% + 9%, A > 0 entonces:

<z<az?4+ a4+t 422<1)

1
p = arctan —

VA

en nuestro caso, al cono de ecuaciéon 322 = 22+y2, le corresponde el dngulo azimutal ¢ = 7y al cono 22 = 22492
le corresponde el angulo ¢ = 7. Por lo tanto, en coordenadas esféricas:

D = {(rcosfsiny,rsinfsing,rcosyp) | 6 € [0,2x],r € [0,1],¢ € [7/4,7/3] U7 + 7 /4,7 + 27w/3]}

Esta ultima condicién se agrega pues no se exige z > 0, por lo tanto por simetria se debe considerar que las
ecuaciones de los conos definen también el cono ‘hacia abajo’.

(2 Puntos) por todas estas consideraciones. (Quitar 0.3 a quienes olviden considerar que el volumen es simétri-
co respecto al plano z = 0)

Por lo tanto, por Teorema de Cambio de Variable (y por simetria):

1 p2rn /3 1 /3 Ar /3
Vol(D) = /// ldzdydz = 2 - / / / r? sin pdodpdr = 47 - = / sin pdp = —(— cos p)
D o Jo Jrsa 3 Jr/a 3 /4



(1 Punto) por el cdlculo final.

Pregunta 3.

a) Calcular de la forma en que los cdlculos sean més simples:

1 |z
/ / eV dydx
—1J=2|z|

b) Cambiar el orden de integracién y evaluar:

1 pe?®
/ / x In(y)dydx
0 er

Solucidn: a) Esta integral iterada se puede resolver directamente:

L plal L flal Lol !
/ / e Hdydr = / / emeydydl‘:/ e’ eydydIZ/ e’ - (e¥)
—1J 2] —1J-2fa| -1 J-2e !
1

1
= / e® - (el — 72zl dy =/ et el er=2lel gy
-1

-1

||

dx
—2z|

para poder calcular explicitamente esta integral, basta separarla como la integral con z € (—1,0) y = € (0,1)
de modo de ‘sacarse de encima’ el médulo:

1 plal 1 0 1
/ / " Hdydr = / el g2l gy — / et o2 m2(=2) gy +/ @) _ 22 gy
—1J 2|z -1 -1 0

0 1 0 1
/ e — 3% dy + / e — e %dx = / 1 —e3®dx +/ ¥ — e %dx
—1 0 -1 0

(2 Puntos) por llegar a estas integrales. Lo restante para el cdlculo siguiente:
Finalmente nos quedan estas dos integrales de 1 variable, las cuales se resuelven de forma usual y se tiene:

1 2
3
/ e ety =24 S el
0

2 2
0
/ 1—e3%dx =
—1

1 x| 1 5 e?
/ / e Hdyde = —e > — =4+ e '+ — (1 Punto)
—1J=2|z| 3 6 2

Notar que se llega al mismo resultado si se resuelve haciendo:

1 plz 0 plz| 1 plz|
/ / e* Y dydax :/ / e TV dydx +/ / e"dydx
—1J—=2|z| —1J=2|z| 0 J—-2|z|

donde en ambas integrales se puede reemplazar los mdédulos correspondientes y se llega al mismo desarrollo
anterior.

e 3

T

[SCRR )

y por lo tanto

b) En este problema hay que tener bastante cuidado al cambiar el orden de integracién, pues no es llegar
y cambiar despejando z en las restricciones (bdsicamente pues cuando z = 1, no hay igualdad entre e y 2%,
osea, ese segmento se ‘cierra’ con la recta x = 1), de hecho, se tiene que, por un lado por Fubini:

1 pe?®
/ / z In(y)dydx = // z In(y)dydx
0 er D

con D = {(x,y9) | 0 <x <1, e <y <e?®} dar (1 Punto) al notar esto, si queremos escribir D con y entre
pardmetros fijos, se tiene que (hagan un dibujo y se convencerdn):

In(y)

D={@y) 0<y<e "W <o cmu) Uiy e<y<e, "

2

<z <1}



4

Dada la dificultad de esta parte (probablemente muchos tomen D con 0 <y < e? y ln2y) <z <lIn(y) lo cual es
incorrecto, penalizar con 0.7 punto), se le asigna (1 Punto).
Luego de esto el cédlculo ya es sencillo, se tiene:

1 re?® e rln(y) e? p1
/ / xln(y)dydw:// xln(y)dydxz/ / xln(y)dxdy+/ / xIn(y)dzdy
0 ex D 1 1"(2y) e lnéy)
y por lo tanto:
In(y)
/ / z1n(y dyd:z:f/ /1() zIn(y dxdy+/ /( x In(y)dzdy

luego, veamos por ejemplo la primera integral:
In(y) e 3
3In°(y
dy = / 78( )dy
1

In(y) € In(y) € 22
/ xln(y dwdy*/ ln(y)/ xdmdy:/ In(y)—-
) | tngy) 1 2 lingy)/2

y la segunda:

e? 1 e2 1 e? 2
/ ﬁ( ) x In(y)dzdy :/ ln(y)[( ) xdxdy :/ ln(y)?
€ Hz’,l./ € Y €

Por lo tanto: , X
1 e2® e 1 e? 1 1
/ / xln(y)dydm:/ 31n (y)dy+/ n(y) In (y)dy
0 er 1 8 e 2 8

Por llegar a esta integral se dan (0.5 Puntos).
Integrando por partes como se sugirié (para sacar la primitiva de In®(y)) y haciéndo el calculo correspondiente
se concluye que:

2 8

2
e 1 3
dy:/ n(y) In (y)dy
In(y)/2 e

/ln3(y)dy = In*(y) -y — 3yIn®(y) + 6y In(y) — 6y + C
ademas, recordando que:
/ln(y)dy =yl(y) —y+C

y por lo tanto:
2z

1 e 9 62
/ / xIn(y)dyde = = —e+ — (0.5 Puntos)
0 Jer 4 4



