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Pregunta 1.

a) Sea f:R? — R una funcién integrable. Considere la regién

D={(r,y) eR?*|0<2 <1, 0<y<ua}

//D f(z,y)dzdy = /01 dx /0‘"” f(z,y)dy = /01 dy/y1 F(z,y)de

b) Calcule la integral iterada
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/ < / sinx dx) dy
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a) Sea A un subconjunto de R?, con A C R x [a,b], donde R C R? y [a,b] C R son intervalos. Suponga que:
Ay ={z cR?: (x,t) € A} CR?

es medible para cada t € [a,b], escribamos A(t) = Area(A;). Entonces:

Pruebe que:

Pregunta 2.

Volumen(A) = /b A(t)dt

Este resultado se conoce como el ‘Principio de Cavalieri’.

b) Sea f : [a,b] — R una funcién continua y positiva. Sea A el conjunto de R? obtenido al rotar en torno al
eje OX el grafico de f. Pruebe que:

b

Volumen(A) = 77/ (f(z))%dx

a

Deduzca de esto que el volumen de una esfera es 4/3mr3.

Pregunta 3. El propdsito de esta pregunta es probar la llamada regla de Leibniz, que dice: dada g(x,y) de
clase C, se tiene que la derivada de la funcién de una variable:

b b
F(m):/ gz, t)dt es F’(x):/ g—i(x,t)dt.

Para probar esto se propone lo siguiente:

a) Considere la siguiente integral iterada:

T bag
/C/a%(s,t)dtds

y utilizando el Teorema de Fubini més el Teorema Fundamental del Céalculo concluya.

b) Una aplicacién clasica de este resultado es el cdlculo de integrales de una variable de funciones que no
poseen primitiva en términos de funciones elementales (recuerden que TODA funcién continua de una
variable posee primitival!). Por ejemplo, para calcular:

o0 2
/ e ¥ dr =1

— 00
Siga los siguientes pasos:
b.1) Considere las funciones:

t ) 2 1 e_t2(1+x2)
A(t) = (/ e " dx) B(t) :/ ————dx
0 o 1+=x

Pruebe que estas satisfacen: A’(t) + B'(¢t) =0
1



b.2) Deduzca que A(t) + B(t) = 7 /4
b.3) Pruebe que tlim B(t) = 0 y concluya el resultado.
(o)

Pregunta 4.
a) Calcule la integral

/ / zydxdy
D

donde D es la regién delimitada por las pardbolas: y = 22 + 4, y =22, y =6 — 2?2 y y = 12 — 2.

b) Calcule la integral
/ / 22y’ dxdy
D

donde D es la regién delimitada por las hipérbolas: xy = 1, zy = 2 y las lineas rectas y = z, y = 4.



