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P2. (a) Pruebe que f o8t
x

dx es convergente.
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Verificando la convergencia absoluta, se tiene que
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Como la 1ltima integral converge, por el criterio de comparacién f
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dz converge también,
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es decir —dz es absolutamente convergente lo que implica que converge.
x
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(b) Usando la parte (a), pruebe que f SOn T
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dzr es convergente.
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La primera integral es reparable en 0 por lo que es una integral propia, es decir, converge.

para la segunda, integrando por partes:
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Finalmente por la parte anterior: f dz, es convergente, por lo cual f dzr converge también
x x
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P3. Analice la convergencia de las siguientes integrales impropias:

(a) L/f@@(x&dx
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la 1dltima integral es convergente, lo cual, por comparacién implica que f ﬁd:p converge.
1 _|_ T
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Claramente los numeradores de I, e I, estdn acotados en los intervalos correspondientes:
1 1
Ja-a) " a-/2p)

<+ La cual converge (a = 7).
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Por ejemplo, para < para z € [0,1/2] y < para z € [1/2,1]. Asti:
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Recordando que ——t—=—1_ — ¥+ ue para z € [1/2,1]: Jato) o 1D g tiene que
! \/(171:2) V+a)-2) V=) yauep [ / ] Ja-z) = Ja-a) !
JE fl X
< - .
ﬁﬁ/u \/_jl/2 \/7 J1+ 12 1/2\/— la cual converge ( 2)
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Asi como f ﬁ = I, + I, y ambas convergen, su suma también converge.

Nota : En la clase el desarrollo de este problema fue distinto. Las integrales I, e I,, se compararon

L. . 12 dg 1 dx ) .
al limite con las integrales f — f respectivamente, concluyendo lo mismo.
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Como el grado del numerador es % y el denominador es § el integrando "se parece" a un polinomio

400 _

1
de grado §—§:—§. Por lo tanto se comparara al limite con f x *dx
1
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lim ————=lim ———— = lim | — =1=0
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Por el criterio de comparacién al limite ambas integrales se comportan de la misma forma,

+oo  _1 +o00 23
Como f x *dx diverge, f Adm también diverge
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(2" +2)°
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2lna 1
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Ojo con esta integral, no tiene indeterminaciones ni en z = 0, ni en z = 2Ina. Esto no significa que la
integral converge necesariamente, pues puede que exista un z, € [0,2Ina], que anule el denominador.

En este caso en z = Ina se ve que el denominador del integrando, se anula.

e . . . du
Para simplificar cdlculos, haremos un cambio de variable: u = ¢ = — = dz. Con esto:
u

[t [ e[ =L L
0 e —a’”’ L u—a’u" u Lo —a’ 1 (u—a)(u+a) 20V1 u—a u-+ta

Aqui se deben analizar dos casos, el caso en que a > 1y el caso en que a € (0,1).

a? 1 a 1 a? 1
-Casoenquea>1.Entalcaso:1<a<a2yf du:j; du-l—fa du.

1 u—a u—a u—a
s . . 1 o 1 1 .
Estas ultimas dos integrales divergen (caso o = 1), por lo cual — f — du, diverge.
2077 u—a u+ta

a? 1
+ Caso en que a € (0,1). En tal caso: a* <a <1y if ! du = _1 ! du
20J17 u—a 20J¢ u—a

La cual diverge, en forma andloga a la anterior (caso a = 1).
2lna 1

En resumen, la integral —— —dz siempre diverge para a >0y a =1L
0 e —ae”’
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Esta integral tiene un polinomio en el numerador y una exponencial en el denominador, por lo que el

denominador es "mucho méds potente" que el denominador.

. ) 1
Compararemos al lfmite, con la funcién g(z) = —
x
r+1
. e 4=z .2 (IE + 1) . . . .
lim 1 = lim ———= = 0, (recordar que la exponencial le "gana" a cualquier polinomio)
T—00 T—00 ex + T
:EZ

El criterio de comparaciéon no nos dice qué pasa si el limite anterior es 0, pero se puede interpretar asi

f(x) f(z)

Si lim? = 0, entonces en algiin momento debe tenerse que ? < 1. Esto se anota asf:

aM > 0: tal que f(z) < g(z), Vo > M.
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+00 1 M 1 +oo 1
es decirf s dx:f :?—i_ d:n—l—f Tt dz.
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La primera integral converge por ser integral de riemann (propia) y la segunda es menor que fM —dx
. f(x) e . +oo g 41
(porque lim ——= = 0). Esta tltima integral converge, entonces, por comparacién f dr,
= g(z) Mot
+oo _|_ ]_ ..
converge, entocnes f . dx converge también.
1 e 4x
400 1
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En este caso el numerador y denominador son "similares" pues ambos tienen una exponencial en sus

expresiones. Se comparard al limite entonces con la funcién g(z) = .

e +1 1+ 1
v “+1 et 1
lim &2 = 1im x(e a ): lim ze’ 1 0 =+o00. El criterio de comparaciéon nuevamente no dice
2—00 1 z—oo ¥ +x z—o0 ] 1 0 —+ 0
x r e

nada respecto a esto, pero al igual que en la parte anterior, puede interpretarse como que la funcién

e’ +1 ) i o1 . . .
, en algin momento serd mayor que la funcién —. En forma andloga a la anterior, y considerando

e’ +x z

too e’ 41
e’ +x

+o0 1 X .
que f —dz, diverge entonces con mayor razén la integral f dz (que es més grande que
1 €T 1

la anterior) diverge también.

Nota : En las partes (e) y (f), se podria haber llegado a las mismas conclusiones con comparaciones mé&s
simples, pero queria que supieran interpretar correctamente los casos en que la comparacién al
limite, daba un limite 0 o bien 4+o00. Notar que todo fue vélido, considerando que las funciones
involucradas eran positivas en los intervalos respectivos.

P4. Determine los valores de p € R, para los cuales las siguientes integrales convergen.

+oo 1
(®) L/; zlnz(l+ In(lnz))” o

Haciendo v =1+ In(Inz) = du = dz, cambiando los limites de integracién, cuando

zlnz

r=3=u=1+1In(ln3) >0y z =400 = u = +00. asi la integral se convierte en:

+oo 1 400 1
f dx = f —du Esta integral converge ssi p > 1.
3 zlnz(l+1In(lnz)) 1+In(In3) ;7
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(b) f;m

' lnz

dx

Este problema es dificil, debe tenerse en cuenta que la integral tiene problemas tanto en 0, como en 1
Queda propuesto, para los que quieran saber la respuesta, la integral converge si p € (0,1) y diverge

sip>1.




