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P3. Calcule la masa total y centro de masa del alambre parametrizado por 7(t) = (cost,sent,t)

con t € [0,Z], cuya densidad de masa esta dada por p(z,y,2) = z(z” +y°).

Sélo mirando el formulario la masa del alambre es:

M = fpdé—fpf"

f p(cost,sent t)\/(— sent)’ + (cost)’ +1° dt

= f;t(COSQt-i-SenQ N1+ 1dt
0

™

zﬁztﬁdtzﬁ%:WZf

Por definicién las coordenadas del centro de gravedad son:

_ 1 8 z - - N
X, = MfFJ:,OdE— Wz\/gj; cost p(cost,sent,t)\/( sent)” + (cost)” + 17 dt

2\/,f cost - tcos t + sen® t\/_dt

por partes

8 [ -8 C8(r ) w2
:?ﬁ tcostdt = ?[(tsent)‘o —j; sentdt]—? 5—1]_4 -
_i = 8 : 2 2 2
Y, = M‘/‘F?/Pdg— 7T2\/§j; sent p(cost,sent,t)\/( sent)” + (cost)” +1° dt
2\/—f sent - tcos t + sen’ t\/_dt
8 . porB:rtcs 8 . . 8
:?L/; tsentdt = ?[(— )0 _|_f0 Costdt]:?@_i_l):?r_
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Z, = Mj;zpdE—WQ\/Ej; sent p(cost,sent,t)\/( sent)” + (cost)” +1° dt
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P4. Sea una funcién g :[1,00) — (0,00), tal que para t > 1, ¢'(t) >0y limg(t) = M > 0. Considere la
t—o00
curva I' C R?) parametrizada por 7(t) = (cos(g(t)),sen(g(t)),l) con t > 1.

(a) Encuentre el largo total de la curva I' y la parametrizacién en longitud de arco.

e L (—sen(ol)- (), conlo(t))9/),0) = (0 —sen(g(0))cos(9(0),0)

o 1 = /) (= sentg(0), costol).0)] = g/(Esen’(2)) + cos’(o(0) + 0 = g/,
SN T e "

El largo total sera lim s(t) = lim g(¢t) — g(1) = M — g(1).

t—o00 t—o0

Para encontrar la parametrizacién en longitud de arco, encontramos la funcion #(s)

s(t) = g(t) — g(1) & g(t) = s(t) + g(1) = t(s) = g '(s + g(1)), por lo cual la parametrizacién en longitud

de arco es: 5(5) = 7(1(s)) = (cos g(g ™' (5 + g(1))),sen g(g ™' (s + (1)), 1]
= (cos(s + g(1)),sen(s + g(1)),1)
queda propuesto, comprobar que efectivamente, 90 _q

S

(b) Encuentre los vectores 7, N y B.

g'(t)(—sen(g(t)),cos(4(t)),0)
g'(t)

Para el vector normal, previamente calculamos:

Por definicién T(t) =

= (~sen(g(t)), cos(g(1)).0)

‘Z—f — (—cos(g(t))- g/(t),—sen(g(1))- ¢'(£),0) = ¢'(t)(—cos(g(t)),—sen(g(t)),0)

‘z—f = o/ (= sen(g(£)), cos(g(1)).0)] = o' (ENsen’(g(#)) + cos(g(#)) + 0° = ¢'(#)
N '(t)(—cos(g(t)),—sen(g(t)),0

;xN(t):go( (9(t)),—sen(g(t)) ):(_cos@(t)),_sen@(t)),o)

g'(t)
Para el binormal sélo se debe calcular, B =T x N = <— Sen(g(t)),cos(g(t)),0> X <— cos(g(t)),—sen(g(t)),O)

b
Esto lo haremos con el siguiente esquema, recordando que = ad —bc :
c
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k
5 aen o _ ;| cos g(t) 0 _|7sen g(t) 0 .|—seng(t) cosg(t)
e e e oo e

= B(t) =k = (0,0,1). Este resultado era esperable, ya que como la curva es plana, los vectores Tangente
(T) y Normal (]\7 ), "viven" en el plano, por lo cual un vector perpendicular a ambos debe salir del plano.

De todas formas otro candidato a ser vector binormal era — &, por lo que es bueno hacer el cédlculo.

A~

i j

=i-0—7-04F-(sen® g(t) + cos® g(t)) = k.

(c) Calcule la curvatura (t) y la torsién 7(t) para cada t > 1.

K(t) =

) dB . . .
En base a cdlculos anteriores y notando que 7 = (0,0,0), se tiene de inmediato que

~
<+
~—

gt
—(—cos(g(t)),—sen(g(¢)),0) - (0,0,0)

Ojo que notando que la curva es plana, podrian haber dicho sin necesidad de cédlculos que 7(t) = 0.

~—

1

—0
g'(t)

— 2— 3—»
P5. Demuestre que d_r ar Xd— = 7x%, donde s es el pardmetro de longitud de arco.
ds |ds® ds’
En primer lugar, dado que s es el pardmetro de longitud de arco, d_ =T
s
T - N L 4 B 5
Recordando las fomulas de Frenet: o =kN . d =—krT +71B . d = —7N.
ds ds ds
2—
. d°r d dr i (T) N
ds’ ds ds|  ds
33—
AT :i</<a~N> = -i(/{)—f—,‘i i(N) N-k'+k-(—sT+7B)= N &' —x’T + k7B.
ds® ds ds ds
dQ_. dBF \7 \7 l 27 ® 1( AT \J 3N ) 2_ (N ® 371 2
:>d— FZKNX(N% — KT+ kTB) = Kkk'(NXN)—r*(NXT)+ " 1(NXB)=r"B+KrTT
S S 0 -B T
dr |d*% d°F - ~ ~ P PR
Por tdltimo: — - |—x—|=T-(k’B+r*rT) = *(T-B) + *7(T-T) =
ds |ds® ds® ( ) (T) L 1 )

Nota : Para el desarrollo anterior, se usaron continuamente las propiedades del producto cruz y producto
punto, como la distributividad, que & x4 =0y que 4-u = 1, donde @ es cualquier vector unitario.




