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1. Problemas

[1] Test de conocimiento bédsico. Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones, justificando

claramente su respuesta.

ia),
n—1
Dada una funcién acotada y una particién P, la suma inferior s(f, P) estd dada por > m;(f)(ti+1—
1=0
t;) donde m;(f) = min{f(x) : € [t;, ti+1]}-

Para toda funcién f acotada y para toda particién P se cumple que S(f, P) > s(f, P).

Una particién P = {to, ..., t,} se dice equiespaceada o uniforme si t; = a +

Para toda funcién f acotada y para todo par de particiones P y T se cumple que S(f, P) >
s(f,T).

Una funcién acotada es integrable si y sélo si para todo € > 0 existe una particién P € P, tal
que s(f,P) — S(f,P) > —e.

Toda funcién creciente es integrable y toda funcién continua es integrable.

b c b
Toda funcién integrable en [a,b] y para todo c € (a,b) se cample que [ f = [f— [ f.

a a C

Para todo par de funciones integrables en [a, b] su suma y su producto son integrables en [a, b].

b
Para toda funcién continua definida en [a, b] existe un ¢ € (a,b) tal que f(c) = ﬁ I r
a

T
Para toda funcién integrable en [a, b] la funcién F(z) definida por F(z) = [ f es derivable.
0

El volumen del sélido engendrado al rotar la regiéon R = {(z,y) : a <z <b0 <y < f(z)},
b
con f continua, en torno al eje OX estd dado por V =7 [ f.

Ellargo de C = {(z, f(z)) : a <z < b} para una funcién con derivada continua estd dado por

L= VIT TP



[2] Calcule las siguientes primitivas:

Jcos(z)  [sen(z) [z i [sen(az)  [cos(az) [e**

Jcosh(z) [senh(z) [(az)® é [ senh(az) [cosh(az) [ 1_:7
1 1 1 1 1 1
f Vi—z2? f NAE) f Vri—1 f VaZ—z2 f NI ER) fa aZ—z? f\/ﬁ

[3] Usando integracién por partes calcule las siguientes primitivas
Jasen(z)  [zcos(z) [ze®  [xsenh(z) [zcosh(z) [ /)

2

[x?sen(z) [2?cos(z) [a2?e® [z?senh(z) [a2?cosh(z) [ 1_“'”_% 7T
[4] Establezca férmulas de recurrencia para I, dado por
Jaz"sen(z) [z"cos(z) [a"e® [sen"(z) [ cos"(z)

[5] Utilizando integracién de funciones racionales calcule las siguientes primitivas

fl—%c f;c2+%w+1 f 1—|—1:c2 f ljw2 f (1—}—}82)2

[6] Aplique el cambio de variable u = tan(5) para calcular las siguientes primitivas

1 1 1 1 1
f sen(z) f cos(z) f 1+sen(z) f 1—cos(z) f sen(z)+cos(z)

[7] Aplicar un cambio de variable para calcular las siguientes primitivas.

z+1 1 ctan(z) f sen(z) cos(z)

z?+z f\/ﬁ f zIn(z)(In?(z)+1) In(sen(x)) +/1+sen(z)

JeVE [eryTter [hE Ve —a®  [Va?ta?

[8] Aplicar integracién por partes para calcular las siguientes primitivas.

Jarcsen(z) [In(z) [arctan(z) [zarccos(z) [z arctan(z)
[9] Aplicar integracién por partes para calcular las siguientes primitivas.
[ sen(az)sen(bz) [e* cos(bz) [ e senh(bz) [sen(az)cosh(bz) [ cosh(az)cosh(bz)

b
[10] Calcule la integral [(cz + d) usando una familia de particiones equiespaceadas.
a

b
[11] Calcule la integral [(e”) usando una familia de particiones equiespaceadas.

x sizx es racional

[12] Considere la funcién f(z) = { 0 otro caso

1. Calcule s(f,P)y S(f,P).
2. Icule inf P).
Calcule Ple%?ab S(f,P)

T = % fraccién irreducible

o=

[13] Considere la funcién f(z) = {
otro caso

1. Calcule s(f,P)y S(f,P).



2. Calcule inf S(f,P sup s(f,P).
Pt S(f )ypegzb (f, P)

1
3. Concluya que f es integrable y que [ f = 0.
0

a+p P
[14] Sea f: R — R tal que f es periédica de periodo p. Pruebe que [ f(z) = [ f(z) para todo a € R.
0

a

15] Hacer una aseveracion general relativa a x)dx para f una funcién impar y otra para f funcién
g
—a
par.

b
[16] Demuestre que si f es una funcién continua en [a,b] y [ f(z) = 0, entonces existe un ¢ en [a, b] tal

que f(c) = '

b

b
[17] Hallar [ ( Jf( dy> dz en términos de f fy f g.
a

a

(18] HaHmrF%x)siFKw):Efxf@ﬁ#.

T T u
[19] Demostrar que si f es continua entonces [ f(u)(z — u)du = [ < [f (t)dt) du
0 0 \0

T b
[20] Suponga que f es integrable en [a, b]. Demostrar que existe un nimero z en [a,b] tal que [ f = [ f.
a T

Demostrar, con un ejemplo, que no siempre es posible elegir z que esté en (a, b).

[21] Calcule las derivadas de las siguientes funciones.

z2 z2 cos(x)
fla) = [sen(tY)dt f(z)= [ tLmdt f(x)= [ (z—t)sen(t?)dt
1 \/5 xr3

[22] 1. Sea f : [0,00[— [0,00[ una funcién biyectiva y derivable en ]0,00[. Muestre que g(z) =
f(z)
ff t)dt+ [ f~1(t)dt, satisface que ¢'(z) = f(z) + f'(z)z. Concluya que g(z) = = f(z).
0

xr
2. Analice la siguiente funcién g(z) = [(t— 1)6_t2 dt, 1z >0, determinando dominio, continuidad,

0
ceros, minimos, miximos, asintotas de todo tipo, recorrido, crecimiento, puntos de inflexién y
grafica.

\/_

nota: lim f —dt =
.TU—)OOO

[23] 1. Calcular el drea limitada por el bucle de la curva y? = z?(1 — z) para 0 < z < 1.

2. Encuentre el drea encerrada por p = 2 cos(26).

[24] Hallar el drea entre las pardbolas y = % ey=4-— 242

[25] Hallar el volumen del cuerpo formado por la rotacién en torno de la recta y = —1, de la regién
acotada pory =4 — 2% e y = 3.

[26] Hallar el volumen generado al girar un arco de Cicloide en torno del eje OY'.



[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

Hallar el volumen del s6lido engendrado al rotar la superficie limitada pory = e*, 2 =0,z = -2 e
y = 0 en torno al eje OX y en torno al eje OY.

Hallar el volumen de rotacién de la Astroide definida por la siguiente parametrizaciéon z = a cos®(t)
e y = asen®(t), en torno al eje OY.

1. Calcule la longitud de la curva p = a(1 — sen(6)).
2. Calcule el drea comun entre la curva dada en la parte anterior y p = a

1. Calcule la longitud total de la curva y = %(:v%) - %(m%) entre x =1y z = 4.

2. Determine el volumen de un cono de revolucién de altura a cuya base es de radio b.

Calcule el 4rea acotada por la parabola y = z2 —2az +a?, el eje OX, el eje OY y las rectas z+y = a,
para a > 1.

Calcule el 4rea de la superficie cuando se gira la curva de ecuacién p? = a? cos(26) en torno al eje
0X.

1. Encuentre el valor del volumen del sélido de revolucién obtenido de girar el drea delimitada
por el eje OX, el eje OY, la curva —z? + 2 y la recta —3% + 1, en torno al eje OX.

—bt
0<t<1
2. Calcular el largo de la curva c(t) = { ea(et_l)_b 1<t<9

e

3. Calcular la superficie de revolucién obtenida al girar la curva y = by/1 — % para 0 <z <

La funcién y = % tiene un maximo absoluto en zy y un punto de inflexién en z;. Determinar
estos puntos y calcular el drea encerrada por la curva, el eje OX y las rectas ¢ = zp y £ = z1.
Ademsds, determinar el volumen engendrado por la rotacién del area anterior en torno al eje OY.

Calcular el drea encerrada por las curvas, dadas en coordenadas polares, p = a 'y p = a(1 + cos(6))
(donde (p, #) son las coordenadas).

Dada la curva (%)% + (%)% = 1 calcular

1. Longitud del arco en el primer cuadrante.

2. Volumen de revolucién de esta cuerda.

Determinar el centro de masa de la regién encerrada entre las curvas 2 +y? = a® y \/z + VY = Va.



2.

Preguntas de controles de anos anteriores

[1] El sector circular A() de una circunferencia de radio r y centro (0, a), se hace rotar en torno al eje
OX generando un volumen V' (9).

1.

2.

Y
Calcule V (6) para 6 € [0, T].
Probar que los 4dngulos para los cuales V() es igual a la mitad del 0
volumen del toro (Vioro = 2m2r2a) son las soluciones de la ecuacién a
6 = f(0) donde f(6) = % — 2 sen(d). '
Probar que f : [0, 5] — [0, ] es contractante y deducir la existencia de
un tnico 6 solucién de la ecuacién f(0) = 0, que es ademds el limite de
la sucesién 6y = 0, 0,41 = f(60r) X

[2] Considere la curva cuyos puntos (z,y) satisfacen (1 + z2)y? = 22(1 — z?).

[3]

[4]

[5]

2.

Calcule el area encerrada por esta curva.

Calcule el volumen de revolucién generado por la rotacién de esta curva en torno al eje 0.X.

Calcular el volumen del sélido generado por la rotacién, en torno del eje OY, de la regién
limitada por la curva y = x%, su tangente en el punto x = 1 y el propio eje OY.

Calcular el perimetro del lazo que forma la curva 9ay? = z(z — 3a)?.

Determinar las coordenadas del centro de gravedad del primer cuadrante de la elipse z—j-l— %—; =1.

Aplicar ese resultado para calcular el centro de gravedad de la regién limitada por el eje OY,
una circunferencia de radio a y centro el origen y la elipse de la parte a).

Sea I, = [ cos(nz) 1.,

(cos())"
a) Calcular I, 5.
b) Calcular f%dw.

¢) Encontrar una relacién de recurrencia para expresar I, 11 en funcién de I,,.

Calcular la primitiva [ 7”‘;;w2d:1:.

n
[6] Considere la sucesién a, = [ ¢*dz, con 0 < g < 1.

0

Explique porque (a,) estd bien definida, es decir, porque ¢* es Riemann integrable en [0, 7], y
muestre que es estrictamente creciente.

Calcule las sumas de Riemann inferior y superior para ¢* y la particiéon P = {0,1,...,n}.
Utilice las sumas anteriores para obtener las siguientes cotas para (ay,).

n

1—4g" 1
Vn €N, ¢ a </qzdx<—.
1-¢q 1-¢q

0

Concluya que (a,) converge y que a = lima,, satisface



[7]

(8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

—_

lniz), el eje OX y la recta z = zg, donde x

Calcular el drea encerrada por la curva f(z) =
hace médxima la funcién.

Calcule el volumen obtenido de rotar el drea de la parte a, en torno al eje OY.
Calcular el largo de la curva f(z) =3+ 3 al variar z en el intervalo [1,8].

™
Sea I, = [ 2" sen(z)dz. Muestre que Vn > 2, I, = 7" —n(n — 1)I,_o
0

72

Calcule la integral [ z°sen(z?)dz
0

Calcule el volumen de un sélido de revolucién, engendrado al girar el trozo de curva y(z) =
1 .

e}’ z € (0, W)’ en torno al eje OX.

Bosqueje la curva de ecuacién v/z + ,/y = v/a, justificando debidamente (en particular indique

dominios, interseccién con los ejes, crecimientos y concavidades).

Calcule el drea de la regién R encerrada entre las curvas C1 : vz +/y =vay Co: z+y =a.

Calcule el volumen del sélido de revolucién generado por la rotacién de la regién R (de la parte
b) en torno al eje OX.

sen(w)) arctan(e®)
z

Derive las siguientes funciones: In(1 + yzT

Determine la continuidad de la funcién [ﬁ]

23 +2
. dt
y lim %
=0 [ sen(t2)dt
0

1
sen(z)

Calcule los siguientes limites: lim (1 —
z—0

1
Calcule la integral [ zarctan(z)dz.
0

Calcule el valor de las siguientes integrales

3
a) I= [|2+ z|dz.
3

0
2

l,n

Vi+zx

Demuestre que I, = [ dx satisface la recurrencia:

(1+2n)I, = (2z"V1+z) — 2nly_1.

Determine el drea del manto del s6lido engendrado al rotar, en torno al eje OY, el trozo de la
curva y = %, comprendido entre 0 y 1.

a) Encuentre el largo L de la curva obtenida al variar el pardmetro ¢, desde 0 hasta 2.

b) Encuentre ¢y tal que, la longitud de la curva, obtenida al variar el pardmetro ¢, desde 0 a
to, sea igual a la mitad del largo L, obtenido en la parte i).

xr
Considere la funcién g(z) definida por g(z) = [ %m(t), donde %an(t) se define en cero por
0
continuidad.
1 1
a) Demuestre que: [ g(z)dz = g(1) — [ arctan(t)dt
0 0



1
b) Utilizando lo anterior, muestre que : Ofg(x)dx =g(1) -5+ lnéz).

2. Sea g:R — R una funcién biyectiva, diferenciable y tal que g(0) = 0. Sea f : R —] —1,1[ una
funcién diferenciable. Suponga que f y g satisfacen:

9(z)

o(z) = / g™ @)dz + f(2).

0
a) Pruebe que f(z) = tanh(g(z)).

3

b) Calcule la integral [ (tanh(t))2dt Ind: Observe que f(g~'(z)) = tanh(z).
0

[14] 1. Calcule ‘]‘m

1—tan?(%)
1+tan(5) )-

2. Usando el cambio de variables tan(§) = u calcule liocso(:(zv) dz (Ind: cos(z) =

3. Sean I = [cos(In(z))dz y J = [sen(In(z))dz. Usando integracién por partes, plantee un
sistema lineal que permita calcular I y J. Calcule I y J.

15] 1. Seaay, =1 zi;l ln(n + i) — In(n)).

a) Identifique a, como una suma de Riemann, determinando la funcién y la particién involu-
cradas.

b) Calcule lim a, usando la integral apropiada.
n—00

2. Demuestre que

1
11 1 s 1 1
(=t )< [ ePdr < (1 + —=).
2({1/5+e)_/e do <50+ 572)
0

(Ind: Considere la particién P = {0, 1, 1}).

z+1
[16] 1. Sea g(z) = [ (z—t)f(t)dt. Calcule ¢’ y ¢". Utilizando el Teorema del Valor Medio para f en

T
[z, + 1], pruebe que si f’ es decreciente entonces ¢g"” > 0 (g es convexa).

2. Sea f continua. Defina F y G por F(z) = [f(t)dt y G(z) = [ f(t*)dt. Demuestre que
0 0
[ G(z)dz = uG(u) — $F(u?).
0

[17] Sea f : [0,00[— R tal que f(0) = 0 y la longitud de la curva y = f(z) entre 0 y z es igual a
z? + 2z — f(z).

Determinar f.

2. Calcular el drea bajo la curva y = f(z) y su longitud entre z =0y =z = 1.
1

1
[18] 1. Probar que para todo z > 0 se cumple [ ﬁzdt =/ ﬁgdt
1 T

1
2. Seal, = [(1- 22)", demostrar que para todo n € N positivo se cumple I, = 22%%_1 y
0

concluir que I, = 246-2n

2.4.
Ind: (1 — ,'1}'2)77‘ = (1 — :(;2)”_1 _ .’L'2(1 _ .’L'2)n_1.



[19] 1. Calcular el drea de la regién comtn a los circulos de ecuaciones z2+y% = r? y 22 +y? —2ry = 0.

2. Calcular el volumen del sélido de revolucién obtenido girando el drea de la parte a en torno al
eje OX.

[20] Sea f : [a,b] = R acotada e integrable, verificando que f((a + b) — z) = f(z) para todo z € [a,b].
b b
1. Probar que [zf(z) = <2 [ f(z)
a a

™
2. Sea ahora g : [-1,1] = R continua. Pruebe que [zg(sen(z)) =3
0

St—x

g(sen(z)).

1
3. Deduzca que f 1“& =2/ y calcule el valor de la integral.
-1

~+cos?2 1—|—;U2

[21] 1. Dada una funcién F : R — R definida por F(z) = [(sen(¢?) + 1), encuentre la ecuacién de la

O%H

recta tangente al grafo de F en el punto (0, F(0)).
2. Dada una funcién f : R — R derivable y tal que f(z) # 0 para todo x # 0. Demuestre que si

[f(x)]? =2 of f(t) para todo z € R entonces f(z) = x para todo = € R.

9(z) z#0

[22] 0 =0

—_

Calcular F'(0) siendo F(z) == { , sabiendo que ¢g(0) = ¢’(0) =0 y que ¢"(0) =
12.

%
ﬁ(4$2_7r2)+f esen(t)

2. Calcular lim

xz
P 1+cos(2z)

[23] 1. Determinar el area del manto sélido engendrado al rotar, en torno al eje OY, el trozo de la
curva y = Z-, comprendido entre 0 y 1.

2. Considere la espiral de ecuacién paramétrica z(t) = e cos(t), y(t) = €* sen(t).

a) Encuentre el largo L, de la curva obtenida al variar el pardmetro ¢, desde 0 hata 2.

b) Encuentre ty tal que, la longitud de la curva obtenida al variar el pardmetro ¢, desde 0 a
to sea igual a la mitad del largo L, obtenido en la parte anterior.

[24] Por un punto P = (z9,yo) cualquiera del primer cuadrante de la astroide zi 4 ys = as (@ >0)
se traza la recta tangente la cual intercepta a los ejes coordenados en los puntos A y B. Determine
la posicién del punto P para que el volumen del sélido de revolucién, generado por la rotacion del
tridngulo OAB en torno al eje OY, sea miximo y calcule su valor.

[25] Sea f: R — R la funcién definida por f(z) = z cos(z) — sen(z). Se pide:
1. Desarrollar f mediante un polinomio de Taylor de quinto grado en torno a xy = 0 y escribir la
férmula integral para el resto.
2. Acotar el error cometido al aproximar la funcién f(z) por el polinomio encontrado en la parte

anterior si [z] < .

2
[26] 1. Calcule [ S5t120EL
2. Deducir una férmula de recurrencia para I, ,, = [2™(In(z))". Use la férmula para calcular

[z*Inz.
[27] Calcular



f arc cos (\/HICC)

f 4t3+7t2+6t+4
(t+1)2

[28] Dadas las elipses de ecuaciones z—z + ‘Z—j =1y ;g_j + g—i = 1 se pide:

1. Calcular el drea de interseccién de ambas elipses.

2. Encontrar el volumen del sélido generado al rotar el drea de la parte anterior en torno a uno
de los ejes.

n
[29] Sea f :[1,00[— R una funcién no negativa y decreciente. Se definen las sucesiones: S, = > f(k),
k=1

T, = f(t)yAn:Sn_Tn

HHB

1. Pruebe que f(n+1) < Apy1 <A, < f(1), Vn € N. Deduzca que A, converge.

2. Demuestre usando la parte anterior que la sucesion:
_ _1 1 1 In(n+1)
Un = sy T 3mE T mrnmmey — (Tagy ) converge.

[30] Un vaso de forma troncocénica de radios basales Ry r = % y de altura H, se encuentra originalmente
lleno de agua. Si el vaso gira en torno al eje principal, pierde parte de su contenido y la superficie
libre del liquido adopta la forma de un paraboloide de revolucién

1. Calcule, usando integracién, el volumen de agua original.

2. Para el vaso girando, calcule la distancia ¢ del vértice del paraboloide al fondo del vaso para
que se mantenga en rotacion la mitad del contenido original de agua.

3. Para el caso particular R = 7Tems. y H = 6+/3 cms.calule el drea de la superficie liquida libre
generada segun las condiciones descritas en la pate anterior.

b
Ind: Superficie de revolucién = 27 [ z+/1 + (f')2.
a

[31] Sea f una funcién derivable en [a,b] y tal que para todo z € [a,b], se cumple que |f'(z)| < K

1. Use el teorema del valor medio para deducir que para toda particion P de [a,b], S(f,P) —
s(f,P) < K|P|(b — a).
2. Demuestre, a partir de a), que la funcién f es integrable en [a, b].

b
3. Verifique que para toda particién P de [a,b] se cumple que |[ f — 5(S(f, P) +s(f,P))| <

a

LK|P|(b — a).



3. Pauta Control #4 MA12A Calculo, Ano 2002

El objetivo de esta pauta es orientar la correccion de los ayudantes y dar al alumno una guia de
estudio. Es responsabilidad del alumno tener una copia de esta pauta para el dia de la revision de su
prueba. Esta se puede obtener via http://www.dim.uchile.cl/~1mella/MA12A .html en formato ps o
pdf.

P1.-

(i) Sea f(z):= /w z In(tx) dt, definida en (0, +00).
1

(a) (2 ptos.) Encuentre / In(t) y calcule f(2).
(b) (2 ptos.) Demuestre que f'(z) = (4z — 1)In(z) Vz € (0,+00).
(ii) (2 ptos.) Asumiendo que la funcién g(t) = arcsen(arctan(t)) es continua en [0, tan(1)], encuentre la

tan(z)
derivada de la funcién f(z) = / arc sen(arctan(t)) dt para z € [0, 1].
0

Pauta.-
(i) (a) La primitiva / In(z) dz se puede calcular usando integracién por partes con f'(t) = 1, g = In(t)

1
y entonces f(t) =ty g'(t) = T Con esto

/ In(£) = £ In(t) —/ L=t it
También es licito hacer el cambio de variable t = e* y t' = e" y obtener
/ In(t) = / ue®,
que integrada por partes con f(u) =uy ¢'(u) = e* queda
/ue“:ue“—e“+0,
que escrita en la variable original nos da

/ In(t) =t In(t) — ¢t + C.
2
Célculo de f(2) = / 2 In(2t) dt. Como In(2t) = In(2) + In(¢) tenemos que
1

F2) = 2(n(2) + (tn(t) - I
2(In(2) + 2In(2) — 2 — (In(1) — 1))
2(3In(2) — 1)
Pauta: [1pto] aplicacién de la o las técnicas de integracion. [0.25pto] integrales conocidas:
constantes o e*. [0.25pto] familia de primitivas bien descrita, o sea, en la solucién aparece la

constante genérica de integracién. [0.25pto] cédlculo de la primitiva de In(2t): aplicacién del
TFC, luego separar In(2t) o hacer el cambio de variables ¢t = u/2. [0.25pto] manejo algebraico.
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(ii)

P2.-

(ii)

Pauta.-

(b) Desarrollando In(tz) = In(t) + In(x) se obtiene

f(@) = 3z — 1) In(z) + 2 /1 " n(t) dt,

X
en este punto podemos primero calcular / In(t)dt y luego derivar o viceversa. Procediendo de
1

la segunda forma obtenemos

fl(z) = (z — 1) In(z) + (z — 1) + z1n(x) + /lw In(t) dt + z In(z).

Usando [;"In(z) dt = z In(z) —  + 1 concluir que
fi(z) =3z In(zr) +z—1—In(z) + z In(z) —x + 1 = (42 — 1) In(x).

Pauta: [0.5pto] uso del TFC, mencién que In es continua en (0, +00) y derivada de [, In(¢). [0.5pto]
Uso del TFC: flw In(t) = zln(z) — z + 1 ya evaluado, pero aqui tiene el interés que se diferencia
la variable de integracién de la variable z. [0.5pto] cdlculo correcto de derivadas. [0.5pto] manejo
algebraico.

u

u
Sea G(u) = / arcsen(arctan(t)) dt = / g(t) dt. Como estamos asumiendo que g(¢) es continua
0

0
en [0,tan(1)], el TFC nos asegura que la funcién G es derivable en el intervalo (0,tan(1)) y que
G'(u) = arcsen(arctan(u)). Ahora f(r) = G(tan(z)) con lo que la derivada de f es la derivada de
una, composicién de funciones. Asi

f'(z) = G'(tan(z)) tan’(z) = arcsen(arctan(z)) sec?(z) = arcsen(z) sec?(z).

Pauta: [0.5pto] verificacién de hipétesis del TFC: mencién que g(t) = arcsen(arctan(t)) debe
ser continua en el intervalo indicado para que G sea derivable. [1pto] Uso del TFC: G'(u) =
arc sen(arctan(u)). [0.5pto] Uso de la regla de la cadena y derivada de la funcién tangente.

Sea f(z) = zv1—z2. Si
R={(z,y) eR*|0<2<1,0<y< f(z)}.

(a) (2 ptos.) Encuentre el drea de la regién R.

(b) (2 ptos.) Encuentre el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al rotar la regién R en
torno al eje OX.

(2 ptos.) Dada la elipse de ecuacién
2

x
? + y2 = 1a
encuentre el drea del manto generado al rotar esta elipse en torno al eje OX entre z = -1y x = 1.

(i) (a) El 4rea buscada es el valor de la integral

A(R) :/01 f(:c)da::/ol zv/1 — 22 dz.

Para calcular esta integral hacemos el cambio de variable u = 1 —
—2zdz, u(0) =1y u(l) = 0. Asi, el drea buscada es

2 con el cual du =

1 [t 1 s 1
[2ptos]

11



(b) EI volumen buscado estd dado por la férmula

V:7r/01 f2(:1:)dac:7r/01 (1 — 2?) da.

Como el integrando es la funcién polinomial z? — z*, el valor de la integral es

Asi, el volumen buscado es

[2ptos]

(ii) La interseccién de la elipse con el eje OX son los puntos z € R que satisfacen z? = 2, es decir
z =2y z = —2 Luego, para z € [—1,1], la ecuacién de la elipse define en el eje OY

positivo la funcién
=14/1-— \/2—x2 z € [0,1].

Por lo tanto, usando simetria o la paridad de f , €l drea buscada estd dada por la féormula
1 1
A= 271'/ F@VIT (@) ds = 471'/ F@)V1F (@) da.
—1 0

Como
se tiene que

y asi
—27r/ V4 —z?dzx.

Para calcular esta integral usamos la sustitucién trigonométrica z = 2sin(f), con la cual dz =
2cos(6) df, V4 — z? = 2cos(f), (0) =0y 0(1) = arcsen(1/2) = 7/6. Luego, el drea buscada es

pi/6
A = 2r / 4 cos?(0) df
0

pi/6
= 27r/ (24 2cos(26)) do
0

= 27(20 + sin(20))[7/6

= 2#(% + %)
[2ptos]
L 32 +2x+1
P3.- (i) (3 ptos.) Calcule/o G122 1) dz.

(ii) Sea f una funcién infinitamente derivable en R. Sea I, = / e~ ? ™) (z) dz, donde f™ denota

la n—ésima, derivada de f.
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(a) (1.5 ptos.) Demuestre que Vz € R,
Iy =TIy — e 2fM(a).

(b) (1.5 ptos.) Si f¥) = 0 para un cierto k € N, k > 1, demostrar que Vz € R

k—1
Iy = / e *f(z)de = —e " Zf(i)(m) + C,
=0

siendo C una constante real.

Pauta.- (i) Usando fracciones parciales

3z2 + 27+ 1 (A ,_B +C:1:+D>
(z4+1)2(z2+1) z+1 (z+1)2 22+1
A(x + 1)(x? +1) + B(z2 + 1) + (Cz + D)(z + 1)?
(x+1)%2(z2+1)
(A+C)x3+(A+B+D+2C)x? +(A+C+2D)z+ A+ B+ D
(z+1)2(22+1)

[0.5pto]
Comparando coeficientes se obtiene el sistema lineal

A+C =0
A+B+D+2C = 3
A+C+2D = 2
A+B+D =1
de donde
A=-1, B=C=D=1.
[0.5pto]
Reemplazando se obtiene
1 2 1 1 1
3z +2x+1 1 1 z+1
= - —d ——d —d
/o @+ 1)@ +1) /o r+1 “/o (@+1)? “/o P
11 7=t
= ( In(z+1) — -|— In(z? + 1) + arctan(z ))
z+1 =0
1 1 In(1
= —In(2)—= ()+arctan()+ln(1)+——£—arctan(0)
2 2 1 2
_ 1 ln2)+
22 4’

[1.5pto] por primitivas, [0.5pto] por evaluacion.

(ii) (a) Usando integracién por partes (integramos e~® y derivamos f(™)) se obtiene
I, = /e_zf(") = —/—e_wf(n+ 1) — e =fm
= Iy —eof™

[1.5pto]
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(b) Aplicamos de manera recurrente la férmula de la parte anterior para obtener

I() = I1 — eizfl
_ I2 _ e—zfl _ e—zfll

Iii—e®f —e = —  —e®fk)
= I — e—xfl N e—:cfll _ e—zf(k—l) . e—;cf(k)

pero f (k) = 0 implica que I = 0 (salvo constante) de donde se obtiene el resultado pedido.
[1.5pto]

También se puede razonar mas rigurosamente por induccién sobre k, pero esto tiene el
mismo puntaje.
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4. Problemas resueltos

P1.- Calcule las siguientes primitivas

a) [
c)

1‘2-}-5.’1}—3 b) f %dm
VT T
1+yx 4 J \/1+m2+(\/1+7)3dx

Solucién:

a)

i m notando que z? + 2z — 3 = (z + 3)(z — 1) luego
1 A B

2 +2r -3 (m+3)+(x—1)

Donde A = —i y B= % luego

/Wlx—g:i(_/(xi?,ﬁ/(xin) = J(~In(a +3) +In(z 1) +C

by I=/ %dw Haciendo u = senz = du = cosz dz con esto I = [ ﬁdu ahora notando
que
U u+1 1 1
= - —Vitu— ——
Vitu V1+u V1+u V1+u
luego I = [V14+u— [ ﬁ = %(1 + u)g + 24/1 + u + C retornando a la variable original
2
5(1 + senz)% +2v1+senz+C
_ e : 2 _ _ _ [
¢) = [ Jiive Haciendo u? = z y por lo tanto 2udu = dz con esto I = [ \/H—udu, ahora notando
que
w w1 N 1 (u+1)(u-1) N 1
1+u  V1+u V1+u V1+u V1i+u
1
= V1+u(u—1)+
1+u
1
= wl+tu—V1+u+
vV1i+u
integrando cada término por separado se obtiene el resultado.
d) Realicemos el cambio de variable u2 = 1 + 22 con esto 2udu = 2xdz reemplazando se obtiene:
. . 1 . . . . N _1 . 1
I=[ ﬁdu = ﬁdu, ahora haciendo s = 14u se tiene que ds = du: [ = [ s~ 2ds = 2s2
retornando a las variables originales:
I=2(1+u)2 =21+ 1+ 22
P2.- a) Para J,= [ %dm demuestre que Jy+1 + Jp—1 = Z—n
b) usando (a) deducir una relacién de recurrencia para I, = [ z" arctan(z)dz.
Solucién:

a)

:I,‘"+1 xnfl

d
1+:L‘2+1+.’172 T

Jn—l—l + Jn—l = /

factorizando por z"1:

n

Jnt1+ o1 = /x"ld:c .
n
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b) Integrando por partes, tomando u = arctan(z) y v = z™:

I, = 2" arct ! AR
= arctanxr — un
n= oA n+1) 1+ 22

analogamente se tiene para I,,_s:

I,_o =z" 2arctanz — 1 Al dz
n—1) 1+ 22

con esto:
nl, +(n— DI = (22 + 1)z 2arctanz — (Jp1 + Ju_1)

utilizando la parte (a) se concluye.
P3.- Dada la particion P = {zo,z1,...zn} del intervalo [1,e] con zx = en y la funcién f(z) = In(x).
Calcular:
a) S(f,P)y s(f,P).

" 1
k n
: = 1-— 1
Ind kg_lka l—a{ (n+1)a"™ +

1—a

a(l — a™) }

e
b) Usando 1. concluya que f es integrable en [1,¢e] y calcule [In(z)dz.
1

Solucién:
a) Sea f(z)=In(z) usando la particién P = {1, e%, ..., e} se obtiene
xk:e% k=0,...,n Awk:e% et =t (e% —1)
M = sup{ (@l € [z, mal} = In(zy) = ©
mi = f(f(@)le € [oxr, 5]} = Inlme) =

por lo tanto

S(f,P) = (65‘1)§fw—4w%?

=1
1) & k
S(f,P) = (e )Zkez
" i=1
Calculemos S(f,P) utilizando la indicacién (con a = e%) se obtiene
1
1 n(l—
S(f,P) = ——{1 —(n+1)e+ M}
n 1—en
_ _(1_<n+n€_eﬂ1—a)
n n n(e% -1)
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b) Notando que n(e% —1) — 1 tomando li_)m S(f,P) se obtiene:
n—oo

nli_)rgoS(f,P) =1
analogamente se tiene que
nli_)ngos(f, P)=1
llamando P, = {1, e%, ...,e}, entonces dado £ > 0 se tiene que In; € N tq.

3
‘S(f7,Pn1) _1| S 5

analogamente Ino € N tq

|3(f,Pn2) - 1| S

N| ™

para n > max{ni,nq} se tiene que
€
2

=€

€
|S(f7Pn) - S(fapn)‘ < |S(f,Pn1) - 1| + |3(fapn2) - 1‘ < 5 +
luego f es Riemann integrable y por lo tanto
e
/ In(z)dz =1
1

(Notemos que si usdmos el hecho que f es continua el resultado es directo).

P4.- Calcular el siguiente limite:

: s
dm i {0+ (72))

k=1
Ind: Considere una suma de Riemann en el intervalo [0, 7].

Solucioén:

Il
3=
3|3
5
/N
—
+
/N
3
S|
N——
N
~——

Esta es una suma de Riemann para una particién equiespaciada de la funcién In(1 + z?) la cual es
continua en [0, 7] luego integrable entonces la suma converge

1 ¢ Ex2ym—0 1 [T
= lim -y In (1+ (w—) )” :—/ In(1 + 22)da
oo T £~ n n T Jo

Una primitiva de In(1 + z2) es zIn(1 + z?) — 2z + 2arctan z + C luego por T.F.C se tiene

m
/ In(1 + 2%)dr = wIn(1 + 7%) — 27 + 2arctan
0
entonces

1« k27 2
lim —Zln (1 + (w—) )— =1In(1 + 7%) — 2+ Zarctan =
n—yoo T £~ n/ /n s
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P5.- Calcule

Solucién:
Notemos que este limite es de la forma % luego podemos aplicar la regla de L’Hopital, para derivar
la integral utilizamos el Teorema Fundamental del Célculo (T.F.C.)

xr
x f et dt + e’

L = lim 3 e’ dt Hhop lim —2 5
=01 — % z—0 2xe®

2 2

L’hop 2e% + 222"

2e7’ + 427’
= -1

P6.- Una marraqueta es un sélido que tiene por base una elipse de semiejes a y b, y cada seccién de
este solido corresponde a una circunferencia como se indica en la figura 1 Calcule el volumen de la

.
10X

Figura 1: la marraqueta

X

-
N

marraqueta.

Solucién Por simetria V(marraqueta) = 4 - V(R) donde R es la regién definida por el primer cuadrante
(figura 2). Calculemos V(R)

N

X

Figura 2: primer cuadrante

Dado = > 0 es tiene que el drea de la circunferencia de centro (z,y/2) y radio y/2 esta dado por
2

Alx)=m (%)2 y como y = 2v/a? — 12 7#112(:22—:5 )

o y por lo tanto

se cumple que A(z) =

a 7Tb2 a
V(R) = /0 A(z)dz = 1 |, a? — z’dz.
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A. (Apéndice) Tabla de primitivas elementales

Zn+l - 2 — 1
- fan=2 0 J csc®(ax) 4 cot(azx) +C . [ 14}7 — arctan(z) + C
ax axr
e [l=lnjz|+C = [ =ae” + O [ 1, = argtanh
» [ == = argtanh(z) + C
» [sen(az) = —1cos(az) + C = [senh(az) = ; cosh(az) + C » [—— = argcosh(z) + C
z2—1
» [cos(az) = Lsen(az) + C = [ cosh(az) = ; senh(az) +C [ h(z) + C
» | ———= = argsenh(z) +
» [tan(az) = —é Incos(az)+C " J 1-|-1x2 = arctan(z) +C e

s [ =V1+a2+C
. fsecQ(am):%tan(ax)—i—C " fﬁ:—arccos(x)+0 f\/H-T z
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