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Pauta Parcial Auxiliar 4

P1. Usando el Teorema del Valor Medio pruebe que:
° <az+(1—a), conz>0yac(0l).
Ind: Considere la funcién f(z) = az —z".

Deduzca que si @ y b son nimeros positivos, entonces: ab' * < aa + (1—a)-b.

La funcién a considerar es continua y derivable, por lo cual el TVM pude aplicarse.
o flla)=a—az"" =al-2"") = f(§)=al-¢£"").
Usando el intervalo [a,b] se tiene que 3¢ € (a,b):

T _ jig o =10 o1 gy

Aqui se debe escoger a y b de manera inteligente, generalmente uno de ellos le llamaremos z.

& fla) = f(0) = a(l—¢"")(a D).

Sea 0 <z <1 a=uzy b=1, entonces 3¢ € (z,1):

Asif(z)—f) >0« flx)>fHl)ear—2">(a—-1) < 2" <azr+(1—-a). (%)

Notar que lo anterior fue valido para 0 < z < 1.

Consideremos z > 1, a =1y b =z, el TVM asegura que 3¢ € (1,z):
fO=fl@)=al-—¢H1-2)<0

—— e
>0 <0

<0

Asi fl)— f(2) <0< flx)> fHl)ear—2">(a—-1) < 2" <azr+(l1—a). (%)

asi la desigualdad pedida es vilida tanto para 0 <z <1 (%) y también lo es para x >1 (*x)

Para probar ab'* < aa + (1 —a)-b, basta considerar z = %, usarlo en la desigualdad recién

probada y ordenar todo.

Nota: Porqué se tuvo cuidado de separar en los intervalos [0,1] y [1,00) 7
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Para probar desigualdades con el TVM usualmente se necesita conocer el signo de la derivada,

para asf establecer una desigualdad, en este caso f'(z) = a(1—z°""). Es muy importante recordar que

a € (0,1), por lo cual el exponente (o — 1) es negativo, entonces f'(z) = a(l — .llﬂ)

que es positivo dependiendo exactamente si z es mayor o menor que 1. De ah{i la distincién entre

esos dos intervalos (no es tan mdgico como parece).

P2. (a) Sean f,g: (a,b) — R funciones derivables en (a,b), tales que f'(z) = ¢'(z) Vz € (a,b), pruebe que:
flz)=g(x)+k Vze(ab)y keR.

2—], donde a € R\{0}.

2r—a a—1x
a3 3

Calcule /() y escribalo en su forma mds sencilla, para deducir que y(z) puede escribirse

(b) Sea y(z) = arctan + arctan

de una forma maés simple.

e si x > 0.
P3. Considere la funcién f: R, — R, definida por la ley:  f(z) =

1 sixz=0.

(a) Determine Dom(f), el conjunto de puntos donde f es continua y posibles discontinuidades reparables.

(b) Calcule f/(z) para z >0y lim f'(z). Analice crecimiento y existencia de maximos y minimos locales

z—0"

y/o globales.
Je, e

(d) Calcule f”, determine convexidades y puntos de inflexién, si los hay.

(c) Pruebe que existe un unico T € tal que f(z) = 7. (Ind: Recuerde que 2 <e <3y 3<m<4).

(e) Analice la existencia de asintotas de todo tipo.

(f) Bosqueje el grifico de f, e indique el recorrido de la funcién.

_g@) siz=0
P4. (a) Se define la funcién h(z) = | senh(z) . Sabiendo que & es derivable en 0 y ¢ es dos
a siz=20

veces derivable en el intervalo (-6,8), con § > 0, se pide calcular los valores de ¢(0), a y h/(0).
(b) Suponga ahora que h''(0) existe y se tiene que h”(0) = 3 (no calcule h”).

Escriba el desarrollo de Taylor de orden 2 de h en torno a z, = 0.
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P5. Encuentre un desarrollo limitado para ¢(z) = sen(z) + cos(z) en torno a = = 0, cuyo error maximo de

aproximacién en el intervalo (—%,%), sea inferior a 107°.

Solo dicen que encontremos un desarrollo de taylor (pueden haber més) que cumpla lo pedido.

Siempre que hablen de error deben pensar en la férmula de taylor (estd en el resumen).

Formula de Taylor:

Sea f:(a,b) — R, (k +1)-veces derivable en (a,b) y sea Tfk() su desarrollo de Taylor
de orden k en torno a z € (a,b). Entonces para todo z >z (resp = < ¥), existe

¢ €(z,x) (resp £ € (z,7)), tal que:

f(k+l)(£) . (!E o f)kﬂ.

o) =T =)+

En este caso 7 =0, (a,b) = (—g,%), entonces el médulo del error (E) es:

f(k‘+1)€ , o _ /
‘E‘ = T +§)') -z"!|. Se desea que z € (—5,;) & ‘a:‘ <I<2y ‘f“““)(f)‘ <2, Vk>0
k+1 -3 2k+2 -3 3 k+2
= ‘E‘ < |- <10 & <107 < 10°-2"" < (k+1)!, lo cual se cumple para
(k+1)! (k+1)!

k =9 (comprobarlo, aunque también sirve cualquier k > 9)

Por lo tanto el desarrollo limitado debe ser de orden 9.




