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Pauta Auxiliar 3
P1. Considere la funcién f(z) =1+ ze'/".
(a) Calcule f' y determine intervalos de crecimiento y decrecimiento para f.

(b) Demuestre que existe un tnico z € [-2,—1] tal que f(z) = 0.

P2. (a) Sean f,¢g: R — R funciones derivables en R, tales que:
f0)=9(0) vy fa)<g'(z) VzeR
Muestre que f(z) < g(z) Vx> 0.

(b) Demuestre que: 2¢" +e " > 2\/5, Vz € R.

P3. (a) El tronco de un drbol tiene una forma de tronco de cono de altura H > 0, de radio superior r e
inferior R, donde 0 < r < R. De este drbol se desea tallar un cilindro de base circular de modo de
maximizar su volumen.

Encuentre las dimensiones de este cilindro en términos de los datos.

Atencion : Dependiendo de los valores de r y R, pueden presentarse diferentes casos.

Sea z el radio del cilindro tallado e y su altura, donde z € [r,R] e y € [0,H]

En principio la funcién a maximizar (volumen de un cilindro) depende de dos variables es decir
V(z,y) = ma’y.

La idea es explotar la geometria del problema para dejar la funcién a optimizar dependiendo de UNA
sola variable es decir una expresién del tipo V(z) o V(y) segin sea més conveniente para trabajar.

Ocupando la nocién de semejanza de los tridngulos rectdngulos que se forman en la siguiente figura:
r
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Se obtiene la relacién: £l = fi=r < h=H fi - a Reemplanzando esto en la funcién V,
h R—=x R—r
V(z) = mc?HR_x , = €[r,R]
R—r

Los puntos criticos de esta funcién son los bordes = r, = R y donde V'(z) = 0. Derivando

V'(z) = mH (2zR —32°) , z € (r,R)

—T

Vi) =0 2=0 V x:zR'
3 )

Claramente z = 0 ¢ [r, R| (se descarta pues r > 0).

R.
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Mientras que z = ER €[r,R] siy solosir <
. 2 ) / . .
esir<z< gR se tiene que V'(z) > 0 es decir V es creciente.
. 2 : / . .
eslx> gR se tiene que V'(z) < 0 es decir V' es decreciente.
2 o
=T = ER es maximo.
Conclusién:

2 2
1.-Sir< gR entonces la funcién tiene un méximo global en = = gR. En ese caso las
dimensiones del cilindro son:
2
-radio=z=—R
3

B
3

R—r

-altura=h=H

. 2 2 . . .
2.—Sir> gR entonces en v < r < gR la funcién V es estrictamente decreciente en el

intervalo [r, R] y por lo tanto, tiene su méximo global en el extremo del intervalo x = r.
En ese caso las dimensiones del cilindro son:
-radio=z=r.

-altura=h = H.
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(b) Un grupo de fisicos se encuentra en la estacién espacial chilena volantin estudiando la érbita del
cometa UCHC?2. Ellos han determinado que esta 6rbita es parabdlica de ecuacién y = %, tomando
el origen en volantin y midiendo las longitudes en Unidades Astronémicas Apropiadas (UAA).

En este mismo sistema, el sol estd en la posicién S = (1,2). Se sabe que por su composicién quimica,
UCHC(C?2 explotaria si su distancia al sol fuera menor o igual que 1 UAA.

Se le pide que colabore con estos cientificos, para saber si el cometa explotara o no. Para esto

debe escribir la distancia del cometa al sol en funcién de z, calcular la menor distancia del cometa

al sol y decidir si explotard o no.

Escribiendo la funcién de distancia (d) del cometa al sol, se tiene lo siguiente:

d(z,y) = \/(x —1)° + (y — 2)° Donde (z,y) es Is posicién del cometa, y (1,2) la del sol. Recordando que

tiene que recorrer una pardbola ecuacién y = 77 la funcién de distancia puede expresarse en funcién

de una sola variable (z).

dz) = \J(z — 1P + (£ — 27

Derivando e igualando a cero se buscardn los candidatos a minimo.

d 2( 1)+2(7_2) % -2 z’
= =0&——-2=0=2=2
e E 2 212y 4

esiz<2: d'(z)>0= d(x) es creciente para x < 2.

1)’

esiz>2: d'(z) > 0= d(r) es creciente para z > 2.

Asi en x = 2 se alcanza un minimo y la distancia vale d(2) = \/(2 — 1) + (% —2) = \/5

Esto significa que la minima distancia del cometa al sol es \/5 UAA, por lo cual no explota.

Los problemas 4 y 5 serdn resueltos en la préxima clase.



