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Pauta Auxiliar 1.

P1. Sean a € R\ {0,1} y b € R. Considere la funcién f: R — R definida por:

sen((l — a)x) PR
flx) = b(z —a) sio<z<l1
sen(a(x — 1)) Grol
In(z)

(a) Es f continua en los intervalos (—o0,0) ; (0,1) y (L,oo)?

Si, basta mencionar que por algebra y composiciéon de funciones continuas f es continua en dichos

intervalos.

(b) Encuentre una relacién entre a y b de tal forma que f sea continua en 0.

Para que f sea continua en 0, debe cumplir la definicién, en este caso es mas comdo trabajar con la

definicién por limites, es decir debe imponerse que lim f(z) = f(0) = b(0 — a)’ = ba’. Para esto se deben
z—0

estudiar los limites laterales, teniendo cuidado con cudl rama de la funcién considerar:

lim f(z) = lim b(x —a)’ = b(0 — a)* = ba’.

lim f(z) = limM = limM-(l—a) =1-(1—a).
20" 20" x 0 (I—a)zx

Como se quiere que la funcién sea continua en 0 los limites por la derecha e izquierda deben ser iguales,

por lo que la relacién pedida es: ba® = 1—a.

(c) Encuentre una relacién entre a y b de tal forma que f sea continua en 1.

En forma andloga a la parte (b) deben estudiarse los limites laterales e imponer que sean iguales a f(1).

sen (a(:p - 1)) sen (a(:p - 1)) (z —1)

lim f(z) = lim =a- : =a-1-1=ua.
z—1" z—1" 11’1(1}) (Z(ZE — 1) ln(w)

lim f(z) = lim b(z — a)’ = b(1 —a)’.

r—1" r—1"

Como se quiere que la funcién sea continua en 1 los limites por la derecha e izquierda deben ser

iguales, por lo que la relacién pedida es: b(1—a)’ = a.
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(d) Encuentre los valores de a y b de tal forma que f sea continua en todo R.

Por la parte (a) la funcién es continua en los intervalos (—o00,0) ; (0,1) y (1,00), es decir en R\ {0,1}.
Por la parte (b) la funcién es continua en 7 = 0 ssi ba® =1 —a. (1)

Por la parte (c) la funcién es continua en T =1 ssi b(1—a)’* =a.  (2)

Para que sea continua en ¥ =0 y T = 1, deben cumplirse simultaneamente (1) y (2) es decir los valores

de a y b serdn los que resuelvan el sistema de ecuaciones (1) y (2). Haciendo (1) +(2) se pueden

despejar los valores pedidos a = é y b=2.

P2. Considere la funcién definida para z = 0 como f(z) = sen(*) y f(0) = a. Muestre que

independiente del valor de o, f no es continua en 0.

La definicién de continuidad indica que ¥(z ) C A, 2 — = = f(z ) — f(Z), por lo que para mostrar
que f no es continua en 0, bastard encontrar un par de sucesiones que no cumplan la definicién. Ojo

que las sucesiones DEBEN tender a 0, pues ese es el punto que se estd estudiando.

1
r =—— 0y f(r )=sen(X) =sen(nmn) = 0 — 0, es decir f(z ) — 0.
n L l'" n
y = L sen(*) = sen(m(2n + 1)) = sen(2nm + ) = sen(%) =1 — 1, es decir f(y ) — 1.
" oy, +% z, 2 2 2 n

Con lo cual NO se cumple que para toda sucesién se cumpla la definicién de continuidad.

Nota: hay infinitas sucesiones més que sirven para probar la discontinuidad.

P3. (a) Sea f: R, — R una funcién que satisface la propiedad: f(z-y) = f(z)+ f(y)-
Muestre que si f es continua en x = 1, entonces f es continua en todo su dominio.

Indicacién: Pruebe que f(1) = 0.

En primer lugar se probard la indicacién, f(1) = f(1-1) = f(1) + f(1) = f(1) =2f(1) & f(1) = 0.
Ademds, por hipdtesis, se sabe que f es continua en 1, es decir V(2 ) CR , 1, — 1= f(z ) — f(1) = 0.

n

Para probar la continuidad en todo R, se usard la definicién: V(z ) CR,, . — 7 = f(z,) — f(Z).

n

— f(1) = 0, porque f es continua en 1. Por otro lado, usando la propiedad:

_ x x
z, 2T =>2—1l=fl=
T z
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X

f[‘%] = f(z)+f

é] ~0= fz,)— [é] )

T T

Bastarfa probar que f(+) = —f(z) : Recordando que f(1) = 0 y ademés f(1) = f(%) = f(z) + f(3)
Por lo cual, f(z) + f(2) = 0 & f(3) = —f(2).

Al volver a (), se tiene que f(z ) — —f [%] = f(Z), con lo cual se concluye la continuidad de f.
’ T

(b) Sea g : R — R una funcién que satisface la condicién de Lipschitz, es decir :

dL > 0: ‘g(a:) — g(y)‘ < L‘x — y‘, Vz,y € R. Pruebe entonces, que g es continua.

En este punto se utilizara la definicién € — 6 de continuidad, es decir se probard que:

(‘v’&‘ > 0)(36 > O),Va: € A{‘a: — E‘ <6= ‘g(x) — g(a?)‘ < g}.
Se debe encontrar 6 > 0, con ‘IE — 5‘ <6, tal que ‘g(m) — g(:f)‘ <e Sibd= % > 0, se tendrd que:

‘g(m) — g(f)‘ é L‘IE — 5‘ <L-6=1L % = ¢. Con lo cual se probd la continuidad de f,

Condicién
de
Lipschitz

P4. Sea f : [a,b] — R, una funcién continua y sea la sucesién (a ) en [a,b] (no necesariamente

n

convergente), tal que f(a ) — 7.

(a) Demuestre que existe = € [a,b] tal que f(T) =y.

Por Teorema de Bolzano- Weierstrass como a_ € [a,b] (Acotada), existe una subsucesién convergente,

es decir existe a, | — (€ [a,b]. Por hipétesis la sucesién u_ = f(a ) — ¥, entonces U = f(a — 7

(n w(n))

al ser una subsucesién de (u, ). Por otro lado la continuidad de f asegura que u, = f(a,, ) — f().
Por unicidad del limite, necesariamente debe tenerse que f(¢) = y. Con lo cual se ha probado que

existe algin real en [a,b], tal que f(f = €) =7.

(b) Si ademds se tiene que Vz € [a,b]\ {Z} : f(z) = ¥, concluya que (a ) converge a .

Si consideramos una subsucesién de (a ) tal que converja a otro niimero, digamos A, entonces por la
parte anterior se tendria que f(A\) =¥, lo cual no puede ocurrir, pues Vz € [a,b]\ {Z}: f(x) = ¥

y partimos suponiendo que T = \. Asf todas las subuseciones de (a, ) convergen a 7 = a_— T.

n
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P5. Considere f : R — R, una funcién continua en todo R, tal que para z < a, f(z) <0y

para x > a, f(z) > 0. Pruebe que la funcién f se anula en z = a.

Como f es una funcién continua = lim f(z) = f(a) (*)

r—a

*)

-~

f(z) <0 para z < a = f(a)= 1im flz) <0
™

f(z) > 0 para ¢ > a = f(a)=1lim f(z) >0

Asi, al juntar las dos lineas anteriores: 0 < f(a) <0 = f(a) = 0.
Nota : También se puede hacer con la definicién € — 8, suponiedo, por contradiccién que f(a) > 0

f(a)
.

(el caso f(a) < 0 es andlogo) y tomando, por ejemplo, € =

P6. (a) Sean f,g :[a,b] — [a,b] funciones continuas y sobreyectivas. Pruebe que 37 € [a,b]: f(T) = ¢g().

Ademas, pruebe la existencia de puntos fijos para f, esto es, pruebe que 37 € [a,b]: f(T) = 7.

Definiendo la funcién h(z) = f(z) — g(x), que es una funcién continua por ser la resta de dos funciones
continuas, se desea utilizar el TVI o particularmente el teorema de Bolzano.

Como f es continua en un cerrado y acotado existen z, y z, en [a,b] tales que f(z,) = a y f(z,) = b.

Lo anterior es asegurado por los teoremas de maximo y minimo y por el hecho de f es sobreyectiva.
h(z,) = f(z,) = 9(z,) = a — g(z,) < 0.

h(z,) = f(z,) — g(z,) = b—g(z,) > 0.

Lo anterior es cierto pues el recorrido de f y g es el intervalo [a,b]. Asi h(z,)-h(z,) <0

Por el teorema del valor intermedio (o Bolzano) 3z € [a,b]: h(Z) =0 < f(z)—g(T) = 0 < f(z) = g().
Para el estudio de puntos fijos para f, basta considerar g(z) = z, con lo cual 3z € [a,b]: f(T) = g(T) = 7.

Nota: También puede definirse la funcién auxiliar u(z) = f(z) — 2z y usar el TVI (o bolzano).

(b) Un monje vive en un monasterio a los pies de una montana. El dia 7 de cada mes a las 00:00
hrs., el monje comienza una caminata de 24 horas hasta la cumbre de la montana. Una vez ahf,
medita durante 6 horas y luego baja la montana de vuelta al monasterio. La bajada le toma 1 hora.
Demuestre que existen dos instantes, uno en el dia 7 y otro en el dia 8, en los que el monje se

encuentra a la misma distancia del monasterio a la misma hora del dia.
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Esta pregunta se encuentra resuelta en varios lados, porque es una pregunta del apunte, por lo cual no
escribiré la pauta. Ademds es una resolucién muy tipica definiendo la funcién auxiliar h(z) = f(z) — g(x)
donde f representa la posicién del monje (respecto al monasterio) en la subida y g representa la posicién

en la bajada.




