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Pregunta 1.

a) Considere sn =
1

n3

n∑
i=1

i
√
n2 − i2

a.1) Identifique sn como una suma de Riemann, determinando la función y partición involucradas.
a.2) Calcule lim

n→∞
sn

b) Considere ahora an =
1

n

n∑
i=1

[ln(n + i)− ln(n)], realice el mismo desarrollo que en la parte anterior

para esta nueva suma.

Pregunta 2. Consideremos f una función continua en [a, b] y derivable en (a, b) tal que ∀x ∈ (a, b) se tiene:
|f ′(x)| ≤ K con K > 0 constante.

a) Pruebe que ∀P ∈ P[a,b]

S(f, P )− s(f, P ) ≤ K|P |(b− a)

donde |P | denota la norma de la partición P ∈ P[a,b], definida por |P | = max{(xi − xi−1) : i =
1, . . . , n}

b) A partir de lo anterior, concluya que f es integrable en [a, b]
c) Verifique que:

∀P ∈ P[a,b] :

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f − 1

2
(S(f, P ) + s(f, P ))

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2
K|P |(b− a)

Pregunta 3.

a) Sea f : [0, 2] → R definida por f(x) = 1 − x. Indique por qué f es integrable en [0, 2]. Calcule la
suma superior e inferior asociada a f y una partición equiespaciada de [0, 2] de n términos. Deducir

el valor de la integral
∫ 2

0
f(x)dx sin usar el Teorema Fundamental del Cálculo.

b) Sea f : [a, b] → R en que f(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b] y f es integrable en [a, b]. Demuestre que f2(x) es
integrable en [a, b].

Pregunta 4.

a) Sea f una función creciente definida en [0, 1]. Pruebe que

1

n

n∑
i=1

f

(
i

n

)
−
∫ 1

0

f(x)dx ≤ f(1)− f(0)

n

b) Sea ahora f una función no negativa y creciente: f : [1,∞)→ R.
b.1) Usando la partición P = {1, 2, . . . , n} pruebe que:

n−1∑
i=1

f(i) ≤
∫ n

1

f(x)dx ≤
n∑

i=2

f(i), ∀n ≥ 2

b.2) Considere f(x) = lnx y deduzca a partir de lo anterior que:

(n− 1)! ≤ nne−n+1 ≤ n!, ∀n ≥ 1

Indicación: Será útil saber que
∫ n

1
ln(x)dx = n ln(n)− (n + 1)

1


