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Problema 1

Una particula de masa m se mueve sin roce por el interior de un
cono de semiangulo 45° y eje vertical. Si la particula estd
inicialmente a una altura H del vértice del cono y su velocidad
inicial es horizontal, se pide:

a) Determinar la rapidez inicial tal que la particula se
mantenga rotando a la altura H.

b) Si la rapidez inicial de la particula es el doble de la encontrada en (a), determine la altura
méxima alcanzada por la particula.

Problema 2

Dos particulas de igual masa m pueden deslizar sin roce por un aro
vertical de radio R. Las particulas estan unidas por un resorte de largo
natural cero y constante elastica k. Considerando que la simetria del
problema permite que el resorte se mantenga siempre horizontal, se pide:

a) Determinar las posiciones de equilibrio del sistema

oy

b) Analizar la estabilidad de las posiciones de equilibrio, dependiendo R
de la relacion entre los parametros del enunciado.

Problema 3

Un disco homogéneo de masa M, radio R y espesor despreciable,
puede girar en torno a un punto O, fijo, ubicado en el borde del disco.
Si el disco se hace oscilar en su plano, soltandolo desde el reposo,
con el diametro OA formando un &ngulo ¢ = /3 con la vertical,
determine:

0Qy

a) La velocidad angular del disco en funcion de ¢
b) La reaccién que le ejerce el eje de giro, en funcién de ¢

c) Como varian sus resultados si el disco se hace oscilar desde el
reposo soltandolo ahora en la posicién en que el plano del disco
forma un angulo n/3 con la vertical (y con ¢=0)

Considere despreciable el roce con el aire en ambos casos
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Solucion Pregunta 1:

a) La rapidez inicial tal que mantiene la altura

Para que se mantenga rotando a la altura H, la aceleracion de la particula debe
estar contenida en su plano de rotacion. Entonces, la proyeccion vertical de la
fuerza externa debe ser cero.

Es decir: Nsen@ —mg =0 (1)

Por geometria, la particula debe realizar un movimiento circular de radio p = H tg(45°)=H

2 2
Entonces: Ncosf = m~2 = m%’ () De (1)/(2) => tg(45°)=1= glj =>| v, =gH
p Yo

b) Cambiando la rapidez inicial
La energia del sistema se conserva (EMT = cte). En coordenadas esféricas,

con @ =cte=45°: V=rr+r sen(45°)q5q§=r'f+rg(ﬁ(}§

—>EMT——m{r +— }+mg rcos@

. o 1
En el instante inicial: v,'=2v, =2\/gH =>EMT,; :Em 4gH +mg H=3mgH

2
1 r’.
En el instante final llega a r,,;, =>#, =0 => om f7¢f2 +mg r, %=3mgH 3)

Por otra parte, dado que no hay fuerzas en la direccion ¢§=> a, =0 durante todo el movimiento.

Es decir:
1

o4 £ (+¢sen’8)=0 => r’¢sen® = cte; como 6= cte =>r’¢ = cte , durante todo el movimiento.
rsen@ dt

inicialmente: r, = B _pyh

(45°) { H /
cos 2

— 28 _ 4172 | 8 4 8 )
_ vov =2 gH => r¢—4H —>¢—

¢ H tan(45°) H

4 en (3)=> EMT =— 2
Ty

2 3 \/E 2 \/E 2
VI 4gH” T — mgH H™ 5 H +’.f\/§:
2 2 2 2H H

2 . : , h, g
Sea iy la altura que alcanza => h, =r, > y haciendo el cambio de variable: A = Ef , la ecuacion (%)

se puede escribir como: A’ —34*+2=0

Conocemos una raiz (A=1) => factorizando por (A-1) el polinomio queda: (A —1)(A* =241 —2)=0,
cuyas otras raices son: A =1++/3.

Por lo tanto la solucion buscada es: | h, = H (1+\/§)
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Solucion Pregunta 2:

a) Posiciones de equilibrio

El potencial del sistema en funcion de ¢ se puede expresar como:

U@)= %k(ZRcos(}))2 +2mg Rsen¢

ad,_z = 2R [2kR cos¢ (—sen @) + mg cos¢ ] = 2R cos¢ (mg — 2kR sen §) .
g g "
dU cosp, =0 =>¢,,=171/2 R
% °  2kR e3 kR | Dotemos que. Qo3 EXiSte Y @3 # @1 SSI mg <

b) Estabilidad de las posiciones de equilibrio

Para determinar la estabilidad en cada posicién de equilibrio evaluamos:
U
d¢>

2R [(— sen @) (mg —2kRsen @) +cos@P(—2kR cos ¢)] =2R [2kR (2sen’ ¢ —1)—mg sen ¢]

i) para ¢.; (ambas particulas en el extremo superior del aro)
d*U
d¢’

= 2R [2kR (2sen®(w /2) — 1) — mg sen(x / 2)|= 2R [2kR —mg] Z 0
¢el

m
por lo tanto: Si 2kR —mg >0, lo que ocurre si k > % => la posicion ¢, es estable

Si 2kR—mg <0, lo que ocurre si k < ’;Ti => la posicién ¢, es inestable

i) para ¢., (ambas particulas en el extremo inferior del aro)

d*U
d¢?

= 2R [2kR (2sen’(~7 /2) — 1) — mg sen(~7 / 2)|= 2R [2kR + mg|> 0 siempre
¢ez

Por lo tanto la posicion ¢., siempre es estable.

i) para ¢.3 (ambas particulas en alguna posicién 0<¢ <7x/2), @3 existey ¢.3 #¢,, ssi k > r:_g (")

2 2 2
_ mg = | mg || _2kR|,(mg)” _ . (mg)” | 1 2 2
o =2R {2/& [2[2“3} 1] mg [ZkRﬂ_ p {2 e THR= }_ p [(mg)? — 2kR)?]

pero, de (*) para que ¢.3 exista se debe cumplir que & > Z—g => 2kR>mg =>(mg)*—(2kR)* <0

d*U
do’

Por lo tanto, si la posicion de equilibrio ¢.3 existe => es inestable

En resumen:

¢ Si el resorte es muy blando existen sélo dos posiciones de equilibrio: una estable en el extremo
inferior y una inestable en el extremo superior.

» Si el resorte es muy duro existen tres posiciones de equilibrio: una estable en el extremo inferior,
una inestable entre el ecuador y el extremo superior, y una inestable en el extremo superior.

2

Nota: No se pedia analizar |la estabilidad de la posiciones de equilibrio cuando - =0

Pe
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Solucion Pregunta 3:

En ambos casos (giro en el plano del disco y giro en el plano perpendicular al disco) se cumple que:

F =M dg 1) En ambos casos el CM del disco describe una
7 =1, & 2) circunferencia de radio R.

a) Velocidad angular del disco (movimiento en el plano del disco)
Para describir el movimiento en el plano del disco, usamos las coordenadas polares de la figura.

Si bien el disco rota en torno al punto O, los elementos de masa del disco tienen una rotacién relativa al
CM, con la misma velocidad angular ¢ .

Definiendo p como la distancia entre los elementos de masa del disco y el eje de rotacién relativa al CM
(que pasa por G), obtenemos:

I,= ”pza’m = 7?;2 TTpZ pdpde = 2;;;;/1 Tp3 dp =
N 00 0

M R*
2

Evaluacién de los términos de (1):

Las F** sobre el disco se indican en la figura => la ecuacién (1) queda:

(N, +Mgcos¢) 7+ (N, — Mgsend)$ =M (—R$’ 7 + R$ §)

=> N, +Mgcos¢ = -M R$’ (3.1
N, —Mgsen¢ = MR¢ (3.2)

Evaluacién de los términos de (2):

La Unica fuerza que hace torque c/r a G es Ry

M R* - ~ MR -
¢k:>N¢ :_T¢ 4

=> ecuacion (2) queda: 7, = (-R7)X (N, (ﬁ) =-RN, k=

(4)en (3.2) =>—Mgsen¢=MRq.)'+M§q.)'=%M R(ﬁz>g5=—§—isen¢, en(4)=>|N, ZMTgsen(p

_2g(2cos¢ 1)
3R

; é ) 12
Por otra parte, q"i:q’i;l—Z=> féqu: fi—isenq) do = %:i—i[cosq)—%} ={¢*

b) La reaccion que ejerce el eje:

Falta calcular N,.. Reemplazando el resultado de ¢*en (3.1) obtenemos:

Nr :—Mgcos¢_M RW

=Mg(—cos¢—%c0s¢)+§Mg => | N, z%(2—7cos¢)

c) Cambio de resultados al variar el eje de rotacién:

(vista de frente)

Si el eje de rotacion es la k, las ecuaciones son las 10) (vista de lado)
mismas pero cambia el momento de inercia. T
: _ e P
Como se muestra en la figura, denominamos: // N. e
Xo: Nuevo eje de rotacion del disco {/ _______ ~G
x: eje de rotacion del disco, relativa al CM \ G e
. . . . \

¢: variable angular que mide el nuevo giro del disco. \\
p’: distancia entre los elementos de masa del disco y el ] M

ejex 8
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El momento de inercia c/r al eje X €es:

R2m 27R
12

¢~

Mr§ M R?
p’dp =
0 n-RZ-(I).

‘sen’0dpdf = M [__Senze} I
nR*

Reemplazando el valor de I’ en las ecuaciones originales, y resolviéndolas llegamos a:

., 4g(2cosp —1)

Mg Mg
=1t < - N,=—2sen N, =—=(4—-13cos

Notas: 1. La parte (a) podia resolverse también por energia.
2. En (c) no era necesario resolver las ecuaciones, si se explicaba claramente la respuesta.

3. En vez de calcular el nuevo momento de inercia se puede ocupar la siguiente relacion:

¥
L+l =1

L=l =>1,=1/2

d) Determinacion de la velocidad angular del disco (por energia)

. ] . 1 1 .
Trabajan s6lo fuerzas conservativas =>EMT = cte = EM V:+ EIG ¢> — Mg R cos(§)

Inicialmente: EMTi =—Mg Rcos(w/3) = _#
. 1 MR®
Durante el movimiento: EMT (¢) = 2M (Rq)) +E—¢ — Mg Rcos(9)
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