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10 de agosto del 2012

Muestre que existen ¥ y « tal que ¥ [ ay a = 3.

Sea ¥ un conjunto de oraciones. ¥ se dice insatisfacible si en ninguna de sus filas todas las oraciones son
verdaderas.

a) Demuestre que ¥ |= a si y solo si ¥ U {—a} es insatisfacible.
b) Demuestre que ¥ es insatisfacible si y solo si (Va)(X = ).
¢) Demuestre que ¥ |= (o = ) si y solo si XU {a} | 8.

d) Demuestre que si ¥ = a entonces (V3)(Z U {5} = a).

Sea 3 C L(P), con |P| = co. X se dice finitamente satisfacible si todo subconjunto finito de él es satisfacible. Sea
p € P. Muestre que si X es finitiamente satisfacible, entonces ¥ U {p} es satisfacible o ¥ U {—p} es satisfacible.

Solucién

Sea p una predicado con variables en P. Suponga, en busqueda de una contradiccién, que X es finitamente satis-
facible y ni XU {p} ni XU{-p} son satisfacibles. Como no son satisfacibles, existen ©1, © finitos, ©; C ZU{p},
©2 C X U {-p} que no son satisfacibles.

Dado que ¥ es finitamente satisfacible, sigue que p € ©1, —p € O4. Sean O, O, dados por
01 =06:\{p} ©2=6,\{p}
Como (:)1, ©, C ¥ son finitos, en particular, ©1UB, C Y es finito, por tanto existe o(-) evaluacion tal que
O’(C:)l @] ég) =1

Si o(p) =1, entonces 0(01) = O’(él U{p} =1, lo que es una contradicciéon puesto que ©1 no es satisfacible. De
la misma manera, si o(p) = 0, entonces o(03) = 1, lo que contradice @ insatisfacible. Se concluye el resultado.

Una férmula a(z1, ..., z,,) esté en formato CNF si es de la formato

m ng

a(xy, .., zn) = /\ C; C;i= \/ li; e {xy,~21, ., T, 2}
i=1 j=1

Una formula es 3CNF si es CNF y (Vi)(n; = 3). Muestre que si a es CNF entonces existe una formula § 3CNF
tal que « es satisfacible si y solo si 8 es satisfacible.

Solucién

La idea es ver que cada clausula por separado de « se puede convertir a una en 3CNF que satisface lo pedido.



= Caso 1 Clausula de tamano < 3
Si C; = (I;1), basta tomar la clausula C; = (lix V01 V0i1) la cual es equivalente a C;.
Si C; = (I;1 V1 2), basta tomar la clausula C; = (lix V02 Vii2) la cual es equivalente a C;.

= Caso 2 Clausulas de tamano > 4. Probaremos la siguiente proposicién por inducciéon:
(Vn € N,n > 4)(38 € 3CNF) tal que (l;,1 V ... V1; ) es satisfacible si y solo si 5 es satisfacible.

Caso base Sin =4, C = (l; Vis Vi3 V). Basta tomar C = (lh VIaVz) A(l3VIgV —z). En efecto:

Si C no es satisfacible, toda evaluacién hace falsos todos los literales [y, ..., l4, reduciendo el valor de verdad
de C' a z A =z, la cual no puede ser verdadera.

Si C' es satisfacible, existe una evaluacion que hace verdadera alguna de los literales. Suponga sin perdida
de generalidad que [; es verdadero, basta entonces tomar z = 0 para satisfacer C. En general, se necesita
tomar z = 1 si el literal verdadero esta en la 2da clausla de C, y z = 0 si el literal verdadero esta en la
lera clausula.

Caso general
Sin>4,C=(V..Vl,), basta tomar C' = (I1ViIaV2z) A(I3V ... Vi, V =2). Se puede demostrar de la

misma manera que C es satisfacible si y solo si C es satisfacible. Ademas, la segunda clausula de C' tiene
tamafio (n —2) + 1 =n — 1. Se concluye por induccion el resultado.



