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Ecuaciones de Movimiento

Conceptos basicos

21 de marzo de 2012

1. Segunda Ley de Newton

= En un sistema de referencia inercial, la aplicaside una fuerz& sobre un cuerpo, produce dste un cambio de
momentum de la forma
dp

F= (1.1a)

= En particular, si la masa es conservada y constante en gldisghcambio de momentum se reduce a

F=ma (1.1b)

Se considerara, para efectos del curso, masas consereadixir, la ecuacion (1.1b)

2. Energa

= Una fuerza conservativa es la cual proviene deatencial es decir

—

F(r)=—0U(r) (2.1)

= Se define la energia total de un sistema, como la suma dergi@ométical = Em\/2 y la energia potenciél asociada.
Esto se expresa como

E=T+U (2.2)
Cabe destacar que esto es valido para el caso de preseffige@zes conservativas.

- - . : N-m .
= Puede ser (til en algunos casos, utilizar el concepto dmpiatP — de umdade{T] — para obtener ecuaciones de

movimiento, recordando que

P=T-w (2.3)

Dondert es torqugN-m|y w es [%} .
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3. Sistema de Pairiculas y extensbn a Slido Rigido

= ConsidereN particulas de masgm }, ubicadas en un instante a una posici&}. Se definerMasa Total My Vector
Centro de Mas&.m como

M=% m (3.1a8)
2
Zom= = 5 m% (3.1b)
m=M IZm .
= Para el caso de un Solido Rigido, que ocupa un esgaeivolumen en 3D o superficie en 2D — las ecuaciones anteriores

se escriben como i
M = / dm (3.2a)
Q

S 17
xm:_/Mm (3.2b)
M Ja
= Para un sistema de varias particulas o de solido rigadeguiacibn de movimiento para el centro de masa esta dada po

MXem = 3 F® (3:3)
[

Dondelfi(("‘) denota la fuerza externa aplicada sobre la particMale destacar que el aporte de fuerzas internas, es nulo
para la ecuacion de movimiento del centro de masa.

= A veces es conveniente trabajar en términos de un sistem@odéenadas interno, con el centro de masa como origen,
como muestra la Figura 1.

i A N

Figura 1: Coordenadas en base a centro de masa.

Se define pocision y velocidad con respecto al centro de nwasa

X =% — Xem (3.4a)

Con\7cm - >_<’cm

= La energia cinética total esta definida como la suma dedliasibuciones individuales
-1 v2—>1/v2dm (3.5)
= ZZm | 5 g .

Donde la Gltima expresion es la extension al caso deti8olgido.

Ecuaciones de Movimiento Pagina 2 Profesor Auxiliar: Ivan Fuentes
Conceptos basicos



Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Depatamento de Ingenieria Mecanica
Universidad de Chile ME4701- Vibraciones Mecéanicas

Esta energia cinética puede ser separada en 2 termsimmsfdiferentes

DondeTem = —MVCZm denota la contribucion de energia asociada al movimigakaentro de masa; mietras qlie=

2

1 2 Do . . o . . . .

> Z myV,~ denota la contribucion de energia asociada al movimieetial. En particular, si el sistema es un cuerpo
|

rigido, T’ = élcme% dondel¢m es la inercia del cuerpo con respecto a su centro de masantialcsde giro del cuerpo

—en unidade%kg- mz] -y 6 es la velocidad angular con la que rota el cuerpo — en unit{ar%%%

= Es conveniente recordar el Teorema de Steiner o de eje®lparadebido a que a veces, sera conveniente utilizar la
inercia de un cuerpo respecto a un punto en particular

dondery_,cm €s la distancia desde el Centro de Masa hasta el gunto

= En algunas situaciones, debemos estudiar sistam@erciales Es aqui donde vale destacar la ecuacion de movimiento
para un sistema no inercial:

ma*:ma—m,&ﬁw*_mﬁx(ﬁxx*)—zmﬁxv*—méxx* (3.8a)

Dondex* hace referencia a la pocision no inercial de la nmas& = X* la velocidad no inercialf® = X* la aceleracion

no inercial,Q vector velocidad angular, @’(ﬁ%ﬁ* = Ry_.¢+ la aceleracion con gue se mueve el sistema de referencia
no inercial&™ con respecto al sistema de referencia iner€ial

Vale destaca que, en caso que el sistema no inercial no peleeiad angulaf), la ecuacibn previa se reduce a

ma* = md— mA,_ g (3.8b)
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4.

Dinamica Lagrangeana

Si existenN particulas, a priori, existen= d-N grados de libertaddonded es la dimension en que se produce el
movimiento (a priorid = 3). Luego, siX; = (r1,r»,r3) existenn = 3N coordenadasér; }, donde

i={(1,273),(4,5,6),...,(n—2,n—1n)}
N—— N — N————
Part.1 Part.2 Part.N

Por otra parte, existenrestricciones holobmicas(que se pueden expresar analiticamente como una iguadadi”
l1a") de la forma:
fi(re,...,r,t) =cj; i=1....k 4.1)

Existen restricciones no holondmicas; sin embargo, rangearte de nuestro estudio.

Si existenn grados de libertad sujetos a moverse Hajestricciones holonémicas; luego, existgn- k) grados de
libertadindependiente<Con esto, basta elegfq;,...,0n_k} coordenadas que describen el movimiento del sistema.
Estas coordenadas se llan@ordenadas generalizadas

EJEMPLO Una particula se mueve libremente sobre una mesa, sintéegarde ésta; luegd = 1 A n=3.
Ademas, estéestringidaa moverse, y se puede expresar camno0. Se observa que existe una sola restricdiéa:l.
Luego, soblo se necesitdn — k) = (3— 1) = 2 coordenadas para describir su movimiento: Pued@sgf , {p,6} u
otra mas conveniente.

Se define el lagrangeano de la forma
L=T-U 4.2)

DondeT,U estan en funcion dédqs, d2, - - - ,0n—k, 01,82, * - - , Gh—k, 1} de manera explicita.

Las ecuaciones de movimiento de un sistema, se pueden pktetermino de las coordenadas generalizadas de la
forma

d /dL oL

—(=— ) —=—=0qk¢ (4.3)
dt \ ddo 0do

dondeQl€ es la fuerza generalizada externa (no conservativa),ritusobre la coordenadg. Para efectos del curso,

no es necesario analizar fuerzas internas.

Lafuerzas generalizadasfQque actla sobre la coordenada generalizaga define como

n—k ori

Qo = I;H : 9% (4.4a)

En el caso que, las fuerzBsse descomponen en fuerzas que actiinamentesobre las coordenadas generalizadas,
es decir para la coordenaga actlia Gnicamente la fuergg (o torquety) la expresion se reduce a

Qo =Fs (4-4b)
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Vale destacar que esto es una recopilacion de concepissii con el objetivo de poder consultar si es que existgalg
duda de fondo. Sin embargo, no es todo lo relevante contemnlas ecuaciones de movimiento.

Cualquier duda mas profunda, se recomienda consultanuode mecéanica, tales como Classical Mechanics de Goldste
Poole & Safko o Theoretical Mechanics of Mass and Continukeatter & Walecka. Para efectos mas practicos, puede ser
consultado Teoria de Vibraciones de Thompson o Vibratibheoretical Methods de Chen (Aparte de la bibliografigesida
por la Prof. Viviana Meruane.
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