MA3701 Optimizacion:
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Héctor Ramirez C.

1. Principales nociones sobre las funciones convexas
Recordemos que una funcién f : R™ — R es convexa en un conjunto S si
FOzr 4+ (1 = XNax2) < Af(x1) + (1 = N)f(z2), paratodo z1, 22 €S, A€ [0,1].

Si la desigualdad anterior es estricta para todo par de puntos distintos entonces la funcién f se dird estric-
tamente convexa.!

Ademéds, un conjunto S se dird convexo si para todo 1,22 € S y para todo escalar A € (0,1) se tiene
que Az1 + (1 — N)za € So(f).

Algunas propiedades interesante se establecen a continuacion.

Teorema. Sean S C R™ convero no vacio y f : R™ — R una funcion convexa en S. Entonces todo minimo
local f en S es un de minimo global de f en S.

Demostracién. Ya demostrado. Directo de la definicion de convexidad.

Teorema. Sean S C R"™ convexo no vacio y f : R™ — R estrictamente convexa en S. Entonces f tiene a lo
mds un minimo (global) en S.

Demostracion. Sabemos que al ser f convexa todo minimo local es minimo global, por lo que ambos son
equivalentes. Supongamos que existen entonces dos minimos globales en S, denotados por x1 y x2, cuyo valor
se denota (como es usual) por val(f). De la convexidad estricta de f se deduce que:

(o1 + 502 < gHo0) + 5 fle2) = il

lo que contradice la optimalidad de x1 o x2.]

Lema. Sea S C R™ convezo no vacio y f : R™ — R conveza en S. Pruebe que el conjunto So(f) ={x € S :
f(z) < a} es convezo.

Demostracion. Sean x1,z9 € So(f). Probemos que VA € (0,1), \x1 + (1 —XN)za € So(f). Como Su(f) C S,
entonces Ax1 + (1 — XN)zg € S, pues S es convexo. Luego, de la convexidad de f se obtiene:

FOz1+ (1 =Naz2) < Af(z1)+ (1 =N f(a2) <da+(1-Na=a.
Por lo tanto, f(Ax1+ (1 — N)z2) < a y se concluye el resultado.C]

Lema. Sea S C R"™ convezo no vacio y f : R™ — R (estrictamente) convexa en S. Sean a € S,d € R™\ {0}

para los cuales existe 6 > 0 tal que para X € (0,6), a + Ad € S. Pruebe que w es monotono
creciente (estricta) en X. En consecuencia, se tiene que:

oy J@HAD) = fl@) _ o FlatAd) - f(a)

A—0+ A AER, A

y por lo tanto el limite existe o es igual a —oo.

1Por conveniencia, en esta seccién diremos que f estd definida en todo R™. Sin embargo, los resultados son también ciertos
(y las demostraciones son las mismas) cuando f se restringe a un dominio dado (por ejemplo, f(z) = —In(x) es convexa y tiene
como domino Ry ). En este caso, S es siempre un subconjunto del dominio. Recordemos que el dominio de f se define como
Dom(f) ={z € R": f(z) € R}.



Demostracion. Sea n > \. Asi, de la convexidad de f se deduce que:

fla+ M) =f (;’\(a+nd)+(1—;\)a) < %f(a+77d)+ (1— :\]) f(a),

obteniendo
flat+Ad) — fla) _ fla+nd)— fla)
A - n '

La dltima desigualdad se obtiene tras dividir por A y reordenar los términos. Claramente si f es estrictamente

convexa la desigualdad anterior es también estricta.
f(a+)\a)l\)ff(a) f(a+Aci)ff(a)

La identidad limy_,o+ es consecuencia directa de lo anterior. Final-

= lIlf)\E]RJr
mente, si el infimo existe, entonces existe el limite y es finito. St no existe el infimo, entonces el limite es
—00, pues la funcion es creciente.l]

Como consecuencia del resultado anterior se deduce el siguiente resultado.

Teorema. Sea S convexo abierto no vacio en R™ y f: R™ — R, diferenciable en S. Entonces f es conveza
en S siy solo si

flx) > f@+VF@'(r—7) Vz,x € S.
Ademds, f es estrictamente convexa si y sdlo si la desigualdad anterior es estricta.

Demostracion. Probaremos las dos implicancias:

= Supongamos que f es convexa. Basta evaluar, para a = x y d = (x — ) el término w

A — 0T y A= 1. Asi, la desigualdad pedida se deduce directamente del lema anterior.

en

< Sean x1, x2 € S y A € [0,1]. Usemos la desigualdad de la hipdtesis para T = Axy + (1 — N)zg y x = 1
y x = xo. Esto nos da

f@) + V@) (21 —7)
J@) + V@) (22— 7).

Multiplicando estas ecuaciones por A y 1 — A, respectivamente, y sumandolas, se obtiene:

(AVARYS

A1) + 1 =N f(z2) > f(@) + V(@) A21 + (1 = Naz = 7) = f(2).
(]

De lo anterior se concluye lo siguiente:

Corolarios. Sea S convexo abierto no vacio en R™ y f : R™ — R dos veces continuamente diferenciable en
S. Se concluye que:

» V2f(x) es semidefinida positiva para todo x € S si y solo si f es convera en S.

» Si V2f(x) es definida positiva para todo x € S, entonces f es estrictamente convera en S.

2. Condiciones de Optimalidad para problemas no lineales irres-
trictos
Teorema (Condicién necesaria de primer orden, Regla de Fermat). Sea f : R® — R diferenciable en

x € int(Dom(f)). Si x es minimo local de f entonces Vf(x) = 0. Si ademds f es conveza, entonces esta
condicion es también suficiente y el minimo es global.

Teorema (Condicién necesaria de segundo orden). Sea f : R™ — R dos veces continuamente diferenciable
en x € int(Dom(f)). Si x es minimo local de f entonces V f(x) =0 y V2 f(x)es semidefinida positiva.

Teorema (Condicién suficiente de segundo orden). Sea f : R™ — R dos veces continuamente diferenciable
en x € int(Dom(f)). Si Vf(x) =0 y V2f(x) es definida positiva, entonces x es minimo local aislado de f.



Problema (Desigualdad del promedio Aritmético-Geométrico (Cauchy, 1821)). Pruebe que para x1, ..., 2, €
R\ {0}, se cumple

1 1
et Ty < — i
(z1 Tn) < E T

Solucién. Consideremos el siguiente cambio de variable x; = e¥i, con y; € R. Con este cambio, la desigual-
dad a demostrar es:

y1+...+yn) evi 4 ...+ eYn

n n

Yi Yn
0 < el + ... te _exp(yl—l—...—l—yn
n n

0 S q?(11/177:[/7’1,)

exp(

)

con ® : R — R. Si logramos probar que el minimo de la funcion ® sobre R™ es mayor o igual a cero,
estamos listos.
Consideremos la restriccion adicional y1 + ... +yp, = s, con s € R. La funcion ® queda de la forma

evt + ...+ e¥n S
D(y1, .y Yn,8) = —————— —exp(—)
n n

Con esa restriccion el problema a resolver es:

min D(y1, ey Yn, S)
s.a Y1+ ...+yn =358
Yi,--sYn, S €eR

Ahora, podemos considerar a la variable y, de la forma y, = s—y1 —... — Yn—1, con lo cual la funcion queda:

eyl + . + eynfl + eS—y1—-~—yn71 S
(b(ylu"'aynfhs) = —exp(g)

n

Y el problema a resolver es (se elimina la restriccion antes incorporada):

min D(y1y.ey Y1, S)
s.a yl7"'7yn71756R

De la condicion de primer orden, veamos las ecuaciones que debe satisfacen un éptimo local (V®(y1, ..., Yn—1,5) =

0):

L R e Vi=1,...n—1
eSTViT T Yn—1 exp(f) = 0
n
Es decir:
Yi = S—YL— .. — Yn—1 Vi=1,...,n—1
s
S—Yr — .. ~ Yp—-1 = —
n

Luego, si y* es dptimo local, debe ser de la forma y; = 2Vi =1,...,n y por lo tanto inico.
Por otro lado, notando que ®(y, ..., Yyn—1, 8) es continua y coerciva, del teorema de Weirstrass se concluye

que ® tiene un minimo global, el cual debe coincidir con el minimo anterior. Para este minimo, el valor de
D(Y1y .oy Yn) €8 |
S S s s e s
O(—,...,—)=—(ner) —en =er —enr =0,
n n n

de donde se concluye la desigualdad deseada.l]



