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1. Sea X una variable aleatoria con densidad dada por

0 en otro caso.

f(x):{c(l—a:) —-l<z<l1

a) ;Cudl es el valor de ¢?
b) ;Cudl es la funcién de distribucién acumulada de X?
¢) Calcule P(0 < X < 1/2).

. Se escoge un punto al azar con distribucién uniforme en
un segmento de largo L, lo cual lo divide en dos sub-
segmentos. ; Cudl es la probabilidad de que el sub-segmento
mayor sea a lo més 4 veces mas grande que el sub-segmento
menor?

. Una persona dispara con arco y flecha a un blanco. Si la
flecha llega a menos de 5cm del centro, se asignan 10 pun-
tos; si estd a mas de bem y a menos de 15¢m, se le asignan
5 puntos; y si estd a mas de 15cm y menos de 25cm, se
le asignan 3 puntos. En otro caso, no se asignan puntos.
Calcule la cantidad esperada de puntos que obtiene la per-
sona, si se sabe que la distancia de la flecha al centro del
blanco se distribuye uniformemente entre Ocm y 50cm.

. El arancel mensual de una determinada carrera universi-
taria asciende a $60. Si el ingreso per cdpita mensual de
la familia de un estudiante es inferior a $50, se le asigna
100% de beca; si el ingreso per cépita estd entre $50 y
$80, se le asigna 50 % de beca; y si estd entre $80 y $100,
se asigna un 25%. En otro caso, no se asigna beca. Cal-
cule el valor esperado de la beca mensual asignada a un
estudiante escogido al azar, suponiendo que el ingreso per
capita mensual de la familia se distribuye uniformemente
en el intervalo [$25, $175].

a) Sea X variable aleatoria con densidad fx simétrica, es
decir, fx(z) = fx(—=z) para todo x € R. Pruebe que
la densidad de la variable aleatoria |X| es fix|(z) =

2fX (I)].[O’OO)(I)
b) Sea X variable N'(0,0?). Calcule E(| X|).

. Calcule E(X) si X tiene densidad dada por

W) fla)= {ixeﬂ/z r0

0 en otro caso,
_{c(l—x2) -l<z<1
o

en otro caso,

b) f(x)

10.

11.

12.

13.

14.

0 f(x):{5/x2 z>5

0 en otro caso.

. Se dispone de una urna con N bolitas, de las cuales m son

blancas y el resto son negras, y se extraen n bolitas al azar.
Calcule la cantidad esperada de bolitas blancas extraidas.
Indicacion: defina variables indicatrices adecuadas y utilice
la linealidad de la esperanza.

. Se tienen dos mazos idénticos con n cartas cada uno. La

persona A extrae k4 cartas al azar del primer mazo, y la
persona B extrae, independiente de A, kp cartas al azar
del segundo mazo.

a) Muestre que el nimero esperado de cartas que apare-
cen simultdneamente entre las escogidas por A y por
B, es (kakp)/n.

b) Muestre que el niimero esperado de cartas que apare-
cen entre las escogidas por uno de ellos, pero no am-
bos, es (nka + nkp — 2kakp)/n.

Indicacion: defina variables indicatrices adecuadas para
cada caso, y use linealidad de la esperanza.

. Sea X variable aleatoria. Dado o € R, definimos s(a) =

E[(X — a)?]. Pruebe que para todo « se tiene que s(a) >
var(X) y que se alcanza la igualdad sélo cuando oo = E(X).

Se sabe que si dos variables son independientes, entonces
su covarianza es 0. ;Qué puede decir sobre la implicancia
reciproca? Indicacion: considere X ~ unif(—1,1) y defina
Y = X?2; muestre que cov(X,Y) = 0, pero X e Y no son
independientes.

Decimos que la variable aleatoria X tiene distribucion de
Pareto si su densidad estd dada por

B {c(mm/w“

0 en otro caso,

T2 Ty

f(x)

donde x,,,a > 0 son parametros.

;,Cual es el valor de c?
[ Para cudles « estd bien definida la esperanza de X7
Calcule E(X) para aquellos a que tenga sentido.

;Para cudles a estd bien definida la varianza de X7
Calcule var(X) para aquellos « que tenga sentido.

(Cudl es la distribucién de log(X/xm,)?

Sean X,Y variables aleatorias independientes, y sea
Z =min(X,Y). Calcule Fz en términos de Fx y Fy.
Sean X ~ exp(A) e Y ~ exp(p). {Cudl es la densidad
de Z = min(X,Y)?

Sean Xq,..., X, variables independientes, todas con dis-
tribucién uniforme en [0,1]. Sea ¥ = méx(Xy,...,X,).
Pruebe que fy (y) = ny" 11 (y), y calcule E(Y).

Sean X e Y variables aleatorias independientes con fun-
ciones generadoras de momentos dadas por

et/2

_ L 2e’—2 _
MX(t)_e y MY(t)_l_et/Q'



Pruebe que P(XY = 1) = 1/e%. Indicacion: recuerde que
la funcién generadora de momentos caracteriza la distribu-
cién de una variable aleatoria.

15. Sea X una variable aleatoria con distribucién de Laplace de
parametros 4 € Ry b > 0, es decir, su densidad esta dada

por

1 _Je—ul
b

:Z—be Vo € R.

fx(x)
a) Muestre que la funcién generadora de momentos de
X es Mx(t) = e*/(1 — b2t?) para |t| < 1/b.
b) Calcule la esperanza y varianza de X.

¢) Suponiendo p 0, calcule la densidad de |X]|.
(Qué variable conocida es | X|?

d) Sean Y7 ~ exp(A1), Y2 ~ exp(Az) variables indepen-
dientes. Pruebe que A1Y; — A2Y5 tiene distribucién de
Laplace con parametros p =0y b= 1.

16. Sea X variable aleatoria con distribucién chi-cuadrado con
n grados de libertad, anotado X ~ X2, es decir, su densidad

estd dada por

1

- - n/2—1 —1/2]1
/2T (n/2)" €

[x(x) (0,00)(2),

e ?2971dz es la funcién Gamma.

donde I'(9) = [;*
)

(1,5 ptos.) Muestre que la f.g.m. de X es Mx(¢)
(1—2t)~"/2 para t < 1/2.
(
(

a
b) (1,5 ptos.) Calcule E(X) y var(X).
c

)

1,5 ptos.) Si Y es una variable normal estdndar,
muestre que Y2 ~ y2. Utilice el hecho que I'(1/2) =

NG

d) (1,5 ptos.) Concluya que si X1, ..., X, son normales
estdandar independientes, entonces X7+ - -+ X2 tiene
distribucién x2. Indicacién: utilice las propiedades de
la f.g.m.

17. Sean X e Y variables aleatorias con densidad conjunta

c(z® +y?) sixz€l0,1],y€[0,1]
0 en otro caso.

fX,Y(xay) = {

a) Pruebe que ¢ = 3/2.
b) ;Son X e Y independientes? Explique.
¢) Calcule la densidades marginales de X e Y.

18. Sean X e Y variables aleatorias con distribucién conjunta
dada por

1 e
fxy(@,y) = w22 41

para todo x e y.

a) ;Son independientes? Explique.

b) Calcule las densidades marginales. ;Qué variables
conocidas son X e Y7

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

Sean X e Y variables aleatorias con densidad conjunta
dada por

1
Ifxy(z,y) = 27

z>1,y>1.

Se definen las variables aleatorias U = XY, V = X/Y.

a) Encuentre la funcién densidad conjunta para las vari-
ablesU y V.

b) Encuentre las densidades marginales para U y V.

Sean X e Y variables independientes con distribucién nor-
mal estandar. Determine la funcién de densidad conjunta
de U =Xy V =X/Y. Muestre que X/Y tiene distribu-
cién de Cauchy, es decir, su densidad es

_
7(1+22)

Suponga que las variables aleatorias X e Y tienen distribu-
cién conjunta

32 +y?) 0<2<1,0<y<1
0 en otro caso.

fX,Y(l‘,y) Z{

a) Encuentre las densidades marginales de X e Y.

b) Encuentre las densidades condicionales fxy(z|y) y
fyx (ylz).
¢) Encuentre E(X|Y = y).

Un ratoncito estd al comienzo de un laberinto. Hay 3 posi-
bles puertas: la primera lo lleva al queso de premio, luego
de 3 minutos de recorrido. La segunda puerta lo lleva de
vuelta al comienzo (volviendo por la tercera puerta), y se
tarda 5 minutos en recorrer el camino. Si cada vez que
el raton vuelve al comienzo escoge una nueva puerta de
manera independiente y al azar, jcudl es el tiempo esper-
ado que tarda el ratén en encontrar su queso? Indicacion:
utilice esperanzas condicionales.

La cantidad de llamadas telefénicas que se reciben en
una empresa durante ¢ horas es una variable de Pois-
son de pardmetro 20t. Se produce una falla en el sistema
telefénico, durante la cual las llamadas recibidas no pueden
ser atendidas. Si la duracién de la falla es una variable ex-
ponencial de parametro A = 0,5, jcudl es la cantidad esper-
ada de llamadas no atendidas durante la falla? Indicacion:
utilice esperanzas condicionales.

Sea X ~ N(i,%) un vector normal multivariado en R™.
Sean 7 € R*, B € R¥*" y definamos Y = 7+ BX. Muestre
que Y también es un vector normal multivariado y encuen-
tre sus parametros.

Sea (X1,...,X,) un vector normal multivariado. Muestre
que Xi,...,X, son variables aleatorias independientes si
y s6lo si cov(X;, X;) =0, Vi # j.



