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Pauta CONTROL 3

P1. (a) Calculemos primero el estimador de méaxima verosimilitud. La funcién de verosimilitud
corresponde a:

n n

n r=lrp
L(x1,...,2,) = Hf(%’) = Hmf_ll[o,u (i) =" [H »Tz] [Hl[OJ] (551')1 :
i=1 i=1

i=1 =1

Para maximizar lo anterior con respecto a r, basta trabajar con la parte que depende de 7,
por lo cual ignoramos el producto de las indicatrices. Tomamos In(-) al resto, derivamos e
igualamos a 0:

o:i(mmm+@—n§)mm>22+§:mmy
1=1 =1

Despejando r, se obtiene entonces myy = —n/ > In(X;). Veamos ahora el estimador del
método de los momentos, para lo cual calculamos la esperanza de la variable en consid-

eracion: )

i

o0 1 xr+1 r
E(X;) = / zf(z)dr = /o era” e =r 1 = 1 =
oo o

donde la tdltima igualdad la hemos impuesto, para aplicar el método de los momentos.
Despejando r, obtenemos

. X
Pmom = T
(b) Sean Xji,..., X, los resultados de las duraciones de las 16 baterias probadas.
1) Trabajamos con el estadistico -
X —p

T=

el cual sabemos que se distribuye como una t,_1, es decir, como una t;5. Imponemos
que T esté en un intervalo simétrico con probabilidad 1 — a con o = 0,05:

l—a=PT€[-crc])=1-2P(T >¢), esdecir P(T >c)=a/2=0,025.

Mirando la tabla de la distribucién t-student, obtenemos ¢ = 2,131. Despejando p en
la inclusién T' € [—c, ], se tiene que

/0.9

X e TH2131

v vn

2) Trabajamos con el estadistico

_ /0,9
we | X —c 4’

} = {7—2,131

_X-u
~o/yn’

el cual sabemos que se distribuye como una normal estdndar. Imponemos:

A

l—a=P(Z € [-c)=1-2P(Z >¢), esdecir P(Z>c)=a/2=0,025.
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P2.

(a)

Mirando la tabla de una normal estandar obtenemos ¢ = 1,96. Por lo tanto, despejando
w en la inclusién Z € [—¢, ¢], se obtiene

N 1,96 1,96
elX—c—= X+e—|=|7- 27+ 22).
: “Vn +cx/ﬁ] [ T

4
3) El nivel de confianza es el mismo si mantenemos el mismo ¢ = 1,96. Por otro lado, el
largo del intervalo anterior es la diferencia de los extremos, es decir

21,96_1,96
4 27

Queremos encontrar un n* tal que que este intervalo se reduzca un 20 %, para lo cual
imponemos entonces que el largo del nuevo intervalo sea un 80% veces la cantidad

anterior, es decir:
1,96 1,96
2—— =0,8——,
vn* 2

Por lo tanto n* = 25, lo que significa que deben probarse 9 baterias adicionales para
reducir el largo del intervalo un 20 %.

es decir Vn* = 5.

Por el lema de Neyman-Pearson, sabemos que el test mas potente tiene region de rechazo

de la forma L(E o)
= X5 A0
R = R": —— 122 <
{x S I@Ea) S ”}’

donde 7 es una constante, y L(Z; ) es la verosimilitud de la muestra. Se tiene que:
n n
L(Z;\) = Hf(xz, A) = H e AT = \leA i1 T,
i=1 i=1
Por lo tanto, la desigualdad que define la regién R corresponde a:

n,—\ n oz n
" )\06 03 i _ A0 en()q—)xo):??
- )\?e_kl Dl i AT ’

lo cual equivale a

_log(n) +nlog(A1/Ao)
n()\1 — )\0)

como desedbamos. Notemos que mientras A1 > Ag, no cambia el sentido de la desigualdad

al dividir por (A1 — Ag) en el ultimo paso. Esto significa que para cualquier A\; > Ao, la

forma de la region de rechazo es siempre la misma. Por lo tanto, el test si es uniformemente

mas potente.

Restando 1/)g y dividiendo por 1/(Apy/n) en la desigualdad z < CTE, obtenemos
z—1/Xo < CTE—1/)o .
1/(Aovn) = 1/(Xov/n) ’

como requerfamos. Ahora, notemos que la media y y varianza o2 de la variable exp()) en

estudio corresponden a 1/\ y 1/A?, respectivamente. Por lo tanto, al imponer que el error
de tipo I sea el « especificado, tenemos que:

X — 1/ ) ()_( —u >
—————<c|A=X | =P <c|=PWN(0,1) <c).
Dovi) = 0 ofvm <€) FENO L <0

donde en tultimo paso hemos utilizado el TCL para aproximar la variable por una normal

estdndar. Por simetria de la normal, la probabilidad anterior es igual a P(N(0,1) > —c¢), y
de la tabla normal, obtenemos ¢ = —1,65, como queriamos probar.
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P3.

(c) Sabemos que la potencia del test corresponde a la probabilidad, dado Hy, de rechazar Hy.
Es decir, la potencia corresponde a

IP’()?GR[HQzP(WSc‘/\:M)

=P(X <c/(Movn)+ 1/ | A= \1)
:]P’(X_l/h < ¢/Qovn) +1/h0 = 1/M
1/(Ayn) 1/(A1v/n)

b (X —p_ —1,65/VZ5 41— 1/2)
a/vn = 1/(2v25)

~P(N(0,1) <1,7)

=1-PN(0,1) > 1,7),

)\:/\1>

donde nuevamente hemos utilizado el TCL para aproximar la variable a la izquierda de
la desigualdad por una normal estdndar. Mirando la tabla normal, la probabilidad de la
dltima linea corresponde a 4,46 %. Es decir, la potencia es de un 95,54 %.

(d) El p-valor corresponde a la probabilidad, dado Hy, de obtener un valor al menos tan extremo
como el obtenido en la muestra. Como la forma de la regiéon de rechazo es X < CTE, esto
quiere decir:

p-valor = P(X < Xops | Ho)

)\:)\0>
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donde hemos utilizado el TCL igual que antes. Por simetria, la tltima probabilidad es igual
a P(N(0,1) > 2), y mirando una tabla normal obtenemos que el p-valor corresponde a
2,28 %. Como este valor es menor que a = 5 %, corresponde rechazar Hy.

(a) Sean Xi,...,X, las duraciones de las ampolletas, con n = 100, de modo que ¥ = """ | X;.
Sabemos que la esperanza de cada X; corresponde a . = 5, de manera que el valor esperado

de Y es
n n
E(Y)=E <Z XZ-> = E(X;) = nu = 500.
i=1 i=1
El evento en que después de 525 horas atin hay una ampolleta funcionando corresponde a

que Y > 525. Utilizando la desigualdad de Markov, obtenemos la cota buscada:

E(Y) 500 20
IP(Y2525)§Q:—:—.
525 525 21

(b) Sabemos que la varianza de cada X; es 02 = 25. Ademds, como los X; son independientes,
sus covarianzas son 0, lo que significa que la varianza de su suma es igual a la suma de sus
varianzas. Por lo tanto,

n n
var(Y) = var <Z XZ-> = var(X;) = no”® =100 x 25,
=1 1=1
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luego, la raiz de la varianza de Y es 10 x 5 = 50. El evento en que se acaban las ampolletas
entre las horas 475 y 525 corresponde a 400 < Y < 600, o equivalentemente, |Y —500| < 100.
Utilizando la desigualdad de Chebyshev, obtenemos:

~ var(Y) 50?

=1- ="75%.
1002 1002 %

P(]Y — 500] < 100) = 1 — P(]Y — E(Y)| > 100) > 1

Usando el TCL, tenemos:

P(Y > 525) = P(nX > 525)

X _ M>525 0
o/yn = a/yn

2 -5
=P(N(0,1) > 0,5),

y mirando una tabla normal, obtenemos que la probabilidad anterior es de 30,85 %.

Sean Y7,...,Y,, las duraciones de las ampolletas adicionales, con m = 50. Sabemos que
cada Y; tiene media v = 3 y varianza 72 = 22. El tiempo total que estdn prendidas todas
las ampolletas es Z = > | X; + >, Y;. Utilizando el TCL, notemos que

S (5 550 9) e (G0 )=

es decir, la suma de los X; es una variable aproximadamente normal con media ny y varianza
no?. Andlogamente, la suma de los Y; es aproximadamente normal con media mv y varianza
m72. Como los X; y los Y; son independientes, estas normales son independientes entre si.
Como al sumar normales independientes los parametros se suman, tenemos entonces que
Z tiene distribucién aproximadamente normal con media ny + mv y varianza no? + mr2.

Luego:

P(Z > 700) = P(N (np + mv,no? + mr?) > 700)

700—n,u—my>
=P (N(0,1) >
< 1 vno? 4+ mr?

700 — 100 x 5 — 50 x 3
:IP’<N(O,1)2 . X >
V100 % 25 + 50 x 22

= P(N(0,1) > 0,833).

Mirando una tabla normal, obtenemos que la probabilidad buscada es aproximadamente
igual a 20,33 %.



