Ingenieria Matematica

FACULTAD DE CIENCIAS FiSICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

MA3403-3
Probabilidades y Estadistica
Otofio 2012

fef

GUuiA EJERCICIOS 1

. Sean E y F eventos.

a) Pruebe que P(EF°) =P(E) — P(EF).
b) Pruebe que P(E°F°)=1—P(E) —P(F) +P(EF).

¢) Pruebe que la probabilidad de que exactamente uno
de ellos ocurra es igual a P(E) + P(F) — 2P(EF).

. Sean, E, F' y (G eventos. Pruebe que
P(EUFUG) = PE)+PF)+P(G)

—P(E°FQG) — P(EF°G)

—P(EFG®) — 2P(EFQG).

. Considere un experimento cuyo espacio muestral (2 tiene
una cantidad infinita numerable de elementos. Pruebe
que no todos los puntos (singletons) pueden tener la mis-
ma probabilidad. ;Es posible que todos los puntos tengan
probabilidad estrictamente positiva?

. Un mazo inglés (52 cartas) se revuelve y se van mostrando
las cartas una por una. Dé un espacio muestral adecuado
para describir este experimento. ;Cudl es la probabilidad
de que la catorceava carta sea un as? ;Cudl es la prob-
abilidad de que el primer as aparezca en la catorceava
carta?

. Una urna contiene n bolitas blancas y m negras.

a) Se sacan dos bolitas al azar. ; Cuél es la probabilidad
de que sean del mismo color?

b) Se saca una bolita al azar y se devuelve a la urna,
luego se saca una segunda bolita al azar. ;Cuél es la
probabilidad de que ambas bolitas sean del mismo
color?

¢) Pruebe que la probabilidad del segundo caso es siem-
pre mayor.

. Una empresa cuenta con 15 trabajadores: 5 ingenieros y
10 técnicos. La empresa produce 2 tipos de productos A
y B. El producto A requiere 3 ingenieros y 6 técnicos.
El producto B requiere 2 ingenieros y 4 técnicos. ;jDe
cuantas maneras se pueden asignar los puestos de trabajo
en la empresa?

. En un curso de 40 alumnos deben formarse tres equipos
de baby fiutbol (5 jugadores) y uno de véleibol (6 ju-
gadores). ;De cudntas formas pueden armarse los equipos
si

a) los equipos de fitbol son distinguibles entre si?

b) los equipos de fitbol son indistinguibles entre si?
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Una mano de poker consta de 5 cartas escogidas al azar
del total de 52 que posee el mazo inglés. Calcule la prob-
abilidad de obtener:

a) Color: las 5 cartas son de la misma pinta.

b) Un par: dos cartas tienen el mismo niimero entre si,
y las tres restantes tienen nimeros distintos al resto
y entre si.

¢) Dos pares: dos cartas tienen el mismo niimero entre
si, otras dos poseen el mismo ntimero entre si, pero
distinto al anterior, y la tltima tiene un numero dis-
tinto al resto.

d) Un trio: tres cartas tienen el mismo nimero entre
si, y las dos restantes tienen un numero distinto al
resto y entre si.

e) Péker: cuatro cartas tienen el mismo ndmero.

Un tren, en el que se encuentran n pasajeros, debe efectu-
ar m paradas. ;De cuantos maneras pueden distribuirse
los pasajeros entre estas paradas, suponiendo que

a) los pasajeros son distinguibles entre si?
b) los pasajeros son indistinguibles entre s{?

¢) los pasajeros son indistinguibles entre si y se sabe
que en la parada i-ésima bajan al menos n;, para
. m
todoi=1,...,m? Suponga ) ", n; <n.

Se deben repartir turnos de trabajo para 2n trabajadores.
Existen n turnos de noche y n turnos de dia. De los 2n
trabajadores, 0 < a < n prefieren de noche y 0 < b < n
prefieren de dia. El resto de los trabajadores estan in-
diferentes entre trabajar de noche o de dia. Si los turnos
se reparten al azar, determine la probabilidad de que a
cada persona le corresponda el turno que queria.

Una urna contiene n bolitas rojas y m azules. Se extran
bolitas sucesivamente hasta que se hayan obtenido r ro-
jas, con r < n. Calcule la probabilidad de que se extraigan
k bolitas en total.

Considere n personas que se deben ordenar, dentro de las
cuales hay un matrimonio. Si las personas se ordenan en
una linea, jcudl es la probabilidad de que el matrimonio
quede junto? ;Cudl es esta probabilidad si las personas
se ordenan en circulo?

Un grupo de 6 hombres y 6 mujeres es dividido al azar
en dos grupos de tamano 6 cada uno. ;Cudl es la proba-
bilidad de que ambos grupos tengan el mismo nimero de
hombres?

Una mujer tiene n llaves, de las cuales sélo una abre la
puerta. Si va probando las llaves de a una al azar, descar-
tando aquellas que no abren la puerta, ;cudl es la proba-
bilidad de que abra la puerta en el k-ésimo intento? Si no
descarta las llaves que no funcionan, jcudl es esta proba-
bilidad?

Un matrimonio posee dos hijos. Si se sabe que al menos
uno de ellos es varén, jcual es la probabilidad de que
ambos lo sean?
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Dos cajas contienen fésforos buenos y fésforos malos.
Suponga que la primera caja contiene n; fésforos buenos
y ng fésforos malos, y la segunda caja contiene my fésforos
buenos y mso fésforos malos. Se elige una caja al azar, y
de esa caja se elige un fosforo al azar. Calcule la proba-
bilidad de que el fésforo elegido sea bueno.

Se dispone de dos urnas, I y II. En la urna I hay m; boli-
tas blancas y ny negras; en la urna II hay mo blancas y
ng negras. En un primer esquema de extraccion se selec-
ciona una urna (la urna I con probabilidad p; y la IT con
probabilidad ps2) y luego, de la urna seleccionada se ex-
trae una bolita al azar. En el segundo esquema las bolitas
de ambas urnas se juntan y se extrae al azar una bolita.
Calcule la probabilidad de obtener una bolita blanca en
cada uno de los esquemas descritos y muestre que ambos
valores coinciden si p; y p2 se escogen proporcionales a
los tamafios (nimero total de bolitas) de las respectivas
urnas.

Una mujer embarazada decide hacerse una ecografia para
conocer el sexo de su futuro hijo. Se sabe que la proba-
bilidad de que la ecografia diga que es hombre cuando en
realidad es hombre, es de un 99 %, y que la probabilidad
que diga que es mujer cuando en realidad es mujer es de
un 90 %. Suponga que antes de la ecografia las probabil-
idades de hombre y mujer son iguales a 50 %.

a) Si la ecografia predice que serd mujer, jcudl es la
probabilidad que efectivamente lo sea?

b) Calcule la probabilidad de que la ecografia se equiv-
oque al predecir el sexo.

Un ratoncito escoge al azar uno de tres posibles laberin-
tos. Si escoge el primero, la probabilidad de que encuentre
su queso de premio es de 1/2, si escoge el segundo la prob-
abilidad es de 1/4, y si escoge el tercero la probabilidad
es de 1/8. ;Cudl es la probabilidad de que encuentre su
queso? Si se sabe que lo encontrd, jcuél es la probabilidad
de que haya escogido el primer laberinto?

Sean F1,..., E, eventos independientes. Pruebe que

P(EyU---UE,) =1- ﬁ(l —P(E))).
i=1

Se dispone de dos monedas, una equilibrada y la otra
con probabilidad 2/3 de cara. Se escoge al azar una de
las dos monedas, y se lanza dos veces. Sea C; el evento
en que el lanzamiento ¢ resulta cara, para i = 1,2. ;Son
independientes los eventos C7 y C2? Explique.

Se lanza una moneda equilibrada dos veces. Sea A el even-
to en que la primera moneda cae cara, B el evento en que
la segunda moneda cae cara, y C el evento en que ambas
monedas caen para el mismo lado. Muestre que estos tres
eventos son independientes de a pares (es decir, A inde-
pendiente de B, B independiente de C'y C independiente
de A), pero no son independientes en conjunto.
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Sea S = {1,...,n} y suponga que A y B son subcon-
juntos extraidos de manera independiente y al azar entre
todos los posibles subconjuntos de S.

a) Pruebe que P(A C B) = (3/4)™. Indicacién: condi-
cione en la cantidad de elementos de B.

b) Pruebe que P(AB = ¢) = (3/4)™.

Sea X una variable aleatoria binomial con pardmetros
(n,p). Dado k € {0,1,...,n}, jcudl es el valor de p que
maximiza P(X = k)?

Se lanza un dado equilibrado con n caras numeradas de
1 a n, y se va anotando el resultado obtenido. Se con-
tinua lanzando el dado hasta que se obtiene un resultado
que ya se anoté en algin lanzamiento previo. Sea X la
variable aleatoria que denota la cantidad total de lan-
zamientos. ;Cudl es el rango de la variable? Calcule su
funcién distribucion.

La cantidad de accidentes que ocurren en un dia en una
cierta autopista es una variable de Poisson con pardametro
A = 3. ;Cudl es la probabilidad de que ocurran 3 6 mas ac-
cidentes? ;Cudl es esta probabilidad si se sabe que ocur-
rié al menos 1 accidente?

Una moneda con probabilidad p de cara se lanza sucesi-
vamente hasta que se obtienen r caras. Sea X la v.a. que
representa la cantidad de sellos que se obtuvieron. Cal-
cule la funcién distribucion de X. Indicacion: si Y es la
v.a. correspondiente a la cantidad total de lanzamientos,
exprese el evento {X = k} en términos de la variable Y.

Sea F' la funcién de distribucién acumulada de alguna
variable aleatoria. Suponga que F' es invertible.

a) Sea X variable aleatoria tal que F'x = F'. ;Qué vari-
able aleatoria es F'(X)?

b) Sea Y variable aleatoria uniforme en [0,1]. ;Cuél es
la funcion de distribucién acumulada de la variable
aleatoria F~(Y)?



