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(a) Por hipétesis, la solucion y(z) es no trivial, es decir, y # 0. Pero y(zo) = 3’'(z0) = 0 es una condicién
inicial satisfecha por la solucién trivial y = 0, y por el Teorema de Existencia y Unicidad ésta es la tinica
solucién que satisface dicha condicién inicial. Asi, como y(zg) = 0y y # 0, entonces debe ser y'(zo) # 0.

(b) Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que y > 0 en (x1, z2), yaque, siy < 0, como —y(z) también
es solucién y tiene los mismos ceros, podemos trabajar con esta nueva funcién sin problemas. Podemos
suponer que y(z) tiene un grafico similar al siguiente, en el intervalo (1, z2):

Vemos que, como y(z1) = 0y y(z) > 0 para todo z entre x; y 2, la diferencia y(z) — y(z1) = y(z) > 0,
de modo que:
J(21) = lim y@) —yl@) _ - y(@)
z—0 r — 2 z—0 1 — X1

>0

y como sabemos que y'(z1) # 0 (por lo anterior) deducimos que y’(z1) > 0. De manera anédloga proba-
mos que y'(z2) < 0; es decir, tienen signos distintos, lo que querfamos probar.

(c) Si tomamos p(z) = exp([ ai(z)dz), vemos inmediatamente que p'(z) = exp([ a1(z)dz) - ai(z) =
p(z)ai(x). De este modo, si multiplicamos la ecuacién diferencial por p(z) obtenemos:

p(x)y” + p(x)ai(z)y’ + p(x)ao(z)y =0

p'(z)y’ a(z)y

o bien, recordando que (f -y') = f'-y' + f-y™":

% (p(l’) : j;gyc) +q(x)y=0

que es lo que queriamos probar.



(d) Por lo que probamos en el item anterior, y bajo las hipétesis anteriores (y > 0, etc.), sabemos que:

7 (0 ) = aton

Como ¢(z) = p(x)ag(x) < 0 en todo [z1, 23], vemos que la expresion de la derecha, —¢(z)y, es mayor o
igual que cero. De este modo, obtenemos que:

d d
e (p(x) . di) > 0en [z, x9)

Pero sabemos que p(z) > 0 para todo z, de modo que el término entre paréntesis tiene el mismo signo
que y'(z). Vemos entonces que p(z1)y’'(z1) > 0, p(z2)y'(z2) < 0,i.e. p -y tiene que ser decreciente en
alguna parte de (z1,22) (ya que es continua). Mas precisamente, por el Teorema del Valor Medio, se
tiene que existe un & € (z1, z2) para el cual:

p(z2)y' (r2) — p(@1)y' (1)

<0

(p-y)() =

ya que el numerador de la fraccién anterior es negativo. Esto contradice lo visto previamente, ya que
(p : y/)/ > 0 en todo (1’1, £C2).

Esta contradiccién surge del hecho de asumir que hay al menos dos ceros en I; por lo tanto, no puede
haber mas de un cero en este intervalo, lo que prueba el resultado. )



