Universidad de Chile Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Profesora Salomé Martinez
Departamento de Ingenierfa Matematica Semestre de Otofio, 2012

Pauta: Auxiliar 2

Auxiliares: Alvaro Bustos, Esteban Escorza

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:
Pla) y = (3y? + 2z —2)y

Para esta ecuacion, haremos el siguiente cambio: consideraremos = como la variable dependien-
te e y como la independiente, y utilizaremos la relacién (consecuencia directa de la regla de la
cadena):

) = —1

De este modo, se tiene que la ecuacién anterior se reduce a:

yr' = 3y’ +2zx—2
z 2
o —2f = 3y — =
Y Y

Esta es una ecuacién diferencial lineal. Podemos resolver para la ecuacién homogénea subyacente
considerandola como ecuacién de variables separables:

x, 2
oy

(jzn]) = In(ly?]) + n(|e])
z, = cy?

Ahora estamos en condiciones de usar el método de variacién de pardmetros. Necesitamos en-
contrar una solucién cualquiera z, de (1), ya que todas las demds soluciones se obtienen suman-
do una solucién de la ecuacién homogénea a x,,. Para encontrar dicha solucién, asumiremos que
x, = ji - vy, de modo que zj, = p'wy + pxj,; reemplazando en la ecuacién anterior y eliminando
términos obtenemos la relacion:

, 2
prp =3y — —
Y
Como no especificamos qué solucién era xj, podemos tomar ¢ = 1, de modo que obtenemos:

!/

u:

< | w

2 — =3y +
S22 e X
y3 y?

z(y) = 2p(y) + zn(y) = 3y° In(ly|) + 1 + ey

P1b) 3(1+ 22)y’ = 2zy(y® — 1) (Ecuacién de Bernoulli)



La ecuacién de Bernoulli es una ecuacién de la forma: y' + P(z)y = f(z)y™; Hacer el cambio de
variable z = y'~" la convierte en una ecuacion lineal de primer orden. En este caso, hacer z = y 3
reduce la ecuacién a la forma:

(14 2%)2 +2r2 = —22 (2)

Para resolver la ecuacién (2), vemos que la ecuacién homogénea subyacente es una ecuacion de
variables separables:

o __ 2w
2n 14 22
In(|za]) = M(le]) —n(|1 + 2?)
c
K

Podemos encontrar una solucién particular mediante variacién de pardmetros, con lo que obte-
nemos la solucién general:

Plc) v =1 — 2 —y + zy? (Ecuacioén de Ricatti)

Por inspeccién, vemos inmediatamente que y = 1 es una solucién de la ecuacién. Recordemos
Yy
que la ecuacién de Ricatti, si se conoce una solucion y,(z) de ésta, se resuelve mediante el cambio
de variable y(z) = y,(z) + =~ de este modo, haciendo y = 1 + 1 obtenemos que:
Y Yp z(x) Y z

! 1 2 1
_Z l—z—(1+=)+z(1-24+=
22 z z 22

7 = —z42xz—2

2+ (1-2x)z = —x

La ecuacién homogénea subyacente tiene por solucién z () = celz? —2). Al tratar de buscar una
solucién particular de esta ecuacién (por el método de variaciéon de parametros u otros) aparece
la integral indefinida:
2 2 .
e’ dx = —=erf(iz) + C
VT
<z 42 .z .
La funcién erf(z) = % Jy €7 dt es una funcién no elemental, es decir, no puede expresarse
como combinacién de polinomios, funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmos. Por lo

tanto, consideraremos el problema resuelto en este punto, ya que no disponemos de herramientas
para hacer un andlisis méds completo de la funcién solucién.

PLd) zy —y=e¥ (Ecuacion de Clairaut)



La ecuacién de Clairaut es de la forma general y = f(y). El método de resolucién de ecuaciones
de esta forma consiste en derivar ambos lados de la igualdad, lo que nos permitird despejar y' y
resolver. En este caso:

y = ay —e¥
y/ _ y/ + Iy” _ eyfy//
y'(eV —2) = 0

De esto deducimos que " = 00 ¥ = 2 = 3’ = In(z). En el primer caso, tenemos soluciones
de la forma y = a + bx; reemplazando en la ecuacién original obtenemos que bx — (a + bz) =
e® = —a = ¢’ de modo que se obtienen soluciones de la forma y = —e” + bz, b € R. En el
segundo caso, integrando obtenemos soluciones de la forma y = z In(|z|) —  + ¢, con ¢ constante;
reemplazando en la ecuacién original confirmamos que cuando ¢ = 0 ésta es efectivamente una

solucién de la ecuacién. Es pertinente hacer dos observaciones:

1. Como en todas las ecuaciones diferenciales, es recomendable comprobar las soluciones ob-
tenidas mediante los métodos de resolucion, reemplazandolas en la ecuacién original para
obtener una identidad. Vimos en particular en este caso que algunas de las soluciones ob-
tenidas no satisfacfan la ecuacién original, como y = 14z oy = z In(|z|) —z + 1, por lo que
en el caso de la ecuacién de Clairaut es muy necesario efectuar tal comprobacién.

2. Vemos también que esta ecuacién no satisface el Teorema de Existencia y Unicidad. Las
soluciones de esta ecuacién son una familia de rectas, y = —e® + bz, que resultan ser las
tangentes a otra solucién «extrafia», xIn(|z|) — z, lo que ocasiona un comportamiento pa-
tolégico de las soluciones.

Ple) v/ +2y +2y=1



Mediante una simple inspeccion vemos que la funcién constante y = 3 es solucion de la ecuacion.
Por lo tanto, solamente debemos preocuparnos de resolver la ecuacion homogénea y" + 2y’ +
2y = 0. Vemos que la variable independiente z no aparece en la ecuacién. Por lo tanto, podemos
considerar a g’ como la variable dependiente e y la variable independiente, haciendo el cambio:

p_ W _ Ay dy Ay

Tat T dy at Y ay

lo que reduce en 1 el orden de la ecuacién, convirtiéndola en:

/!

dy' dy'
v foy oy =0 = dyy=2(1+y)

dy Y
ecuacién de funcién homogénea en y e 3. Haciendo el cambio y/ = zy = Ug’; =z+ y%
obtenemos:
dz 1
o= 9 14+ =
z+y i ( + z)
dz 1+2z2-— 22
ydy N z
/ zdz [ dy
1+2—-22 ) y

Resolviendo las integrales correspondientes, obtenemos que:

) = In(ly) = In(|c))y = ¢ (W

Despejando z en funcién de y podemos obtener 3’ en funcién de y y obtener una ecuacién de
primer orden. La solucién general de la ecuacion, tras resolver las ecuaciones pertinentes, es:

\f—5ln<\/5+(2z—1)

(v5-5)/10
10 VB — (22— 1) >

1
y=3 + e %(cq cos(x) + casen(x))

Noétese que aparecen dos constantes arbitrarias en la solucién.

Con respecto a la ecuacién diferencial de Ricatti a coeficientes constantes:

v +ay? +by+c=0,a,bceR

P2.a) Encuentre una condicién necesaria y suficiente para que esta ecuacién tenga una solucién constante
Y = Yo-

Si yo es una solucién constante, entonces y, = 0. Reemplazando en la ecuacién de Ricatti obtene-
mos la expresion:
ayg +byg+c=0

que es una ecuacién cuadratica en yy. De este modo, la condicién necesaria y suficiente para
que esta ecuacién tenga una solucién constante es que y, sea solucién de la ecuacién cuadratica
anterior, obtenida al eliminar el término y’.

P2.b) Use lo anterior para resolver la ecuacion y’ + y* + 3y +2 = 0.



Inmediatamente vemos que la ecuacion cuadrética que se obtiene al eliminar el término y’ tiene

por soluciones {—1, —2}. Tomaremos yo(x) = 1 y haremos el cambio de variable y(z) = yo(z) +
1

1 =1 —1, conlo que obtenemos, al reemplazar en la ecuacion, la expresion:

! 1 2 3
21— 42-2-3492 = 0
22 22z oz
2 = 1-=z
!
/z(a:)da: _ /dac
1—2(x)
In ! = x+In(]q)
1—-=2 N
z(x) = 1l—ce™®

y reemplazando en la expresion y = 1 — 1 obtenemos” que:

1
y=r——— 1

1—ce™®

“Tengo que revisar esto.

(Trayectorias ortogonales)

Definicién. Dada una familia de curvas I'(c) : f(z,y,c) = 0, en que c es un parametro (de modo que a cada
valor de c le corresponde una curva de la familia) una trayectoria ortogonal de la familia es una curva I'*
tal que en todos los puntos de interseccién de I'* con una de las curvas I'(c) las tangentes de ambas curvas
son perpendiculares. Por ejemplo, todas las rectas y = ma son trayectorias ortogonales de la familia de
circunferencias 2% + y* = ¢?, como puede verse en la figura:

P3.a) Siconoce una ecuacion diferencial dela formay’ = f(z,y) tal que la familia de curvas I'[c] sea solucién
de esta ecuacién, explique cémo pueden determinarse todas las trayectorias ortogonales de esta familia de
curvas. (Sugerencia: ;Qué condicién deben satisfacer dos rectas para ser perpendiculares?)

La condicién para que dos rectas no paralelas de pendientes m; y m, sean ortogonales en su
punto de interseccién es que m;ms = —1. Ademds, como sabemos que todas las curvas de la
familia dada por F(x,y,c) = 0 satisfacen la ecuacién diferencial y' = f(z,y), deducimos que la
tangente a una curva de esta familia que pase por (x,y) tiene pendiente f(x,y). De este modo,
la trayectoria ortogonal de esta familia debe tener pendiente dada por una funcién g(z,y), que
satisfaga la condiciéon f(z,y)g(x,y) = —1. Asi, la EDO correspondiente a la familia de curvas
ortogonales est4d dada por:




P3.b) Encuentre una ecuacion diferencial cuya solucion sea la familia de elipses 22 + 3y* = 2. Aplique lo
anterior para determinar las trayectorias ortogonales de esta familia.

Podemos ver mediante una simple derivacion implicita que la ecuaciéon que satisface esta familia
es = + 3yy’ = 0. Despejando ¢’ en funcién de = e y obtenemos:

r_ T
V=3

de modo que la ecuacién correspondiente a la familia de curvas ortogonales es:

ecuacion de variables separables, cuya solucion es la familia de curvas y = cz?.

Considere la ecuacioén diferencial:

Y+ ala)y = b(x)

en que a,b € R son periddicas de periodo T'. Pruebe que toda solucién de esta ecuacién tal que y(0) = y(7T')
es periddica. (Sugerencia: ;Qué dice el Teorema de Existencia y Unicidad respecto a y(x + T')?)

Supongamos que y(0) = y(I') = a. Sabemos que y'(z) + a(x)y(z) = b(z), por hipétesis del
problema, lo que indica en particular que ¥/'(z +T') + a(x + T)y(z + T) = b(xz + T). Pero a(z) y
b(z) son funciones T-periédicas, de modo que la igualdad anterior es equivalente a y/'(z + T) +
a(z)y(x +T) = b(@).

De este modo, la funcién w(x) = y(z + T') satisface la ecuacién diferencial w’ + a(x)w = b(zx), y
ademiés, w(0) = y(T) = «. Asi, tanto w como y son soluciones de la misma EDO con la misma
condicién inicial; como la funcién es Lipschitz en la segunda variable, podemos aplicar el Teo-
rema de Existencia y Unicidad®, el cual nos asegura que ambas funciones son iguales, es decir,
w(z) = y(x +T) = y(z). Esto implica que la funcién y(z) es T-periddica.

“No, no lo voy a poner en negrita.

Demuestre que sia > 0y b : [0,00) — R es continua tal que b(z) — 8 cuando z — oo, todas las
soluciones de ¥ + ay = b(z) convergen a 3/a cuando z — cc.

‘ Esteban hizo este ejercicio en su Catedrauxiliar

El objetivo de este ejercicio es demostrar un caso particular del Teorema de Existencia y Unicidad.
Consideremos la siguiente ecuacién:

y" 4+ ay + by =0, a,b > 0 constantes

P6.a) Considere el siguiente problema de valor inicial: y(t¢) = 3'(to) = 0, para un ¢y € R. Es evidente que la
funcién nula y = 0 es una solucién del problema. Demuestre que es la tinica solucién posible. (Sugerencia:
Multiplique la ecuacién anterior por ' e integre. Saque sus conclusiones a partir de la expresion obtenida).



Multiplicando la expresion anterior por y’ e integrando, obtenemos la siguiente identidad:

t

/ v (w)y” (v) + ay’ (u)?® + by(u)y' (v) du = / Odu=0

to to

Recordando que y(ty) = y'(to) = 0 y usando el teorema del cambio de variables en integracion,
llegamos a la expresion:

W+/tay'(u)2du+by(t)2 =0

2 " 2

expresién que es suma de términos no negativos para todo ¢ > ty, con lo que concluimos que,
para que ésta pueda anularse, todos los términos deben ser nulos. En particular, y(t) = 0 para
todo t > tg.

P6.b) A partir de lo anterior, pruebe que dos funciones soluciones del mismo problema de valor inicial
y(to) = a, y'(to) = b para la ecuacién anterior son idénticas en todo su dominio de definicién.

Supongamos que las dos funciones y; e y; satisfacen el mismo problema de valor inicial:

y' +ay +by = 0
y(to) = «
y'(to) = B

De este modo, la funcién § = y; — y» satisface la misma EDO, con la condicién inicial 3(tg) =
7' (to) = 0. Por lo que demostramos en la seccién anterior, debe ser § = 0 o, lo que es lo mismo,
Y1 = yo. Asi, vemos que la solucién del problema es tnica.

P6.c) ;Hay alguna forma de argumentar algo similar para los casos en que a o b son negativas? ;Cémo
podria extenderse el argumento para ecuaciones de orden superior a coeficientes constantes?



Daremos un bosquejo de argumento para el caso general. Consideremos la ecuacién diferencial
general homogénea de orden n a coeficientes constantes:

™t a4y +agy =0 )

Siy € C" (es decir, y(t) y sus primeras n derivadas son continuas), entonces se desprende que
y" € C°. Podemos despejar esta funcion en términos de las derivadas anteriores, como sigue:

n—1
g = =3 ayy 4)
k=0

Pero esto expresa a y[") como suma de términos que son de clase C! o mayor, de modo que
y™ mismo es de clase C! y por lo tanto y € C"*!. Iterando, deducimos que y € C*®. Ahora, si
consideramos la condicién inicial y(to) = y/(to) = y"(to) = --- = y["~(ty) y reemplazamos en
(4), obtenemos que y["(ty) = 0. Derivando (4) iteradamente, llegamos a que:

Vk >0,y () =0

De este modo, si hacemos el desarrollo en serie de Taylor de y en torno a ¢, vemos que:

)~ 3L g =o

!
= K

con lo que demostrariamos lo mismo que en la parte (a) de este ejercicio. Sin embargo, nada
nos asegura que y(t) efectivamente coincida con su serie de Taylor, ya que existen funciones
infinitamente derivables en un punto, cuya serie de Taylor converge en un entorno de ese punto,
y sin embargo solamente coinciden con el valor de su serie de Taylor en ese punto y en ningtn
otro de este entorno. Necesitarifamos condiciones mds estrictas para poder probar formalmente
este resultado; por ejemplo, puede usarse el hecho de que la funcién y todas sus derivadas son
de clase C* para todo su dominio de definicién, de modo que puede usarse un argumento de
continuidad y el teorema del resto de Taylor para probar que esta serie es efectivamente igual a
y(t), al menos en un entorno de .




