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Pauta Clase Auxiliar N°1 (problema P1)

P1. (Solucién)
(a) Llamemos € c R3 a la circunferencia que queremos parametrizar y llamemos IT c R3 al plano que
la contiene. Claramente, la ecuacion cartesiana de dicho plano sera IT: x + y + z = 1, y el vector
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normal unitario a dicho plano serda i = 5 (1,1,1). Notese también que el centro de la circunferencia

C esté en el punto é (1,1,1), de modo tal que el radio de C seré:

1 V6
R= ||(1,o,0) — 5(1,1,1)” ==

Como C es una circunferencia contenida en un plano, su parametrizacion debiese ser de la forma:

6(0):=Rcos(@) i+ Rsin(0)? , 0<6 <2m,

A

en donde i, U € II son dos vectores unitarios y ortogonales entre si (ortonormales).

Trabajaremosen el plano I’ : x + y + z = 0, el cual es paralelo a IT (y por lo tanto posee la misma
normal unitaria), y en el cual es muy facil hallar dos vectores ortonormales entre si (puesto que dicho
plano es un sub-espacio vectorial de R3).

En efecto, tomando @i’ = % (1,0,-1D)y?v' = % (1,—-2,1) (que claramente son ortonormales entre

si), obtenemos que la parametrizacion de la circunferencia ¢’ c IT’, que es la “copia” de la
circunferencia C en el plano IT’, viene dada por:

0'(@):=Rcos(@)@i' + Rsin(0) D' , 0<0 < 2m.

Ahora, notemos que la distancia entre los planos ITy IT’ es 1/+/3, dado que los puntos (0,0,0) y
§(1,1,1) estan ubicados sobre la misma recta y separados por una distancia 1/+/3.
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En consecuencia, para movernos del plano I1" al plano IT debemos hacerlo segin el vector Fh Por

lo tanto, la parametrizacion buscada sera:

que corresponde justamente a la parametrizacion que les di en la clase.

(a) Antes que nada, intuitivamente podemos deducir que la curva I' se trata de una circunferencia, pues
se obtiene al intersectar un casquete esférico con un plano que pasa por el origen. Ademas, usando la
notacion de la parte (a), observamos que I' c I1', y en consecuencia, es valida la siguiente
parametrizacion para esta circunferencia:

£(6) :== Rcos(8) @' + Rsin(8)?' , 0<86 < 2m,



en donde @' y ¥’ son los mismos de antes, pero el radio R de esta circunferencia es desconocido. Sin
embargo, como I' también esta contenida en el casquete esférico unitario, su parametrizacion debe

satisfacer la ecuacion x? + y% + z? = 1. Remplazando cada componente de fen dicha ecuacion se
obtiene la siguiente igualdad:

R R 2R R R .
(—=cos(8) + —=sin(0))? + (——=sin(0))? + (——=cos(8) + —=sin(#))? =1
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de donde se deduce que R = 1. Entonces, se obtiene que:
£(6) = (5cos(8) + —=sin(8) , ~—=sin(8) , ~—=cos(8) + —=sin(®)) ,  0<H <2
= |—=cCos —=SIin , ———=SIn , — ——=COS —=Sin , S U =S4l
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Ahora solo nos falta calcular la integral de trabajo. Como nos dicen que el campo vectorial G recorre
la curva en sentido anti-horario, la integral debe calcularse desde & = 0 hasta & = 2m. Entonces, el
trabajo pedido se calcula asi:
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W= ! C?(Tf :Of 5(5(9) —(9) do —f —sin(@) k - (Tsm(e) + %cos(@))k do
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_\/ﬁof (sin(0)) do + 3f sin(0) cos(8) d6 = 2\/§+0 - =
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