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Capitulo 1

Operaciones con nameros complejos

Sea z € C, un numero complejo arbitrario que lo escribimos de la forma z = z+iy, con x,y € R, de
tal manera que r = Rez e y = Im z, son la parte Real y parte Imaginaria de z, respectivamente.
Con los numeros complejos podemos hacer las siguientes operaciones:

Suma : 21+ 20 = (11 + x2) +i(y1 + y2),
Producto : z120 = (X122 — y1y2) + i(z1y2 + y122).
Conjugacion z—Z, Z=x—1y,
Valor absoluto : 2| = Va2 +y2 = |z| = VzZ > 0,
Distancia entre complejos : d(z1,22) = |21 — 22| = |22 — 21| > 0.

Ademas, la suma y el producto son operaciones conmutativas y asociativas
21+ 22 =22+ 21, Z1%2 = 2221,

21+ (22 +23) = (21 4+ 22) + 23 =21+ 20 + 23, 21(2223) = (2122)23 = 212223,

y satisfacen entre ellas las operaciones de distributividad:
21(2’2 + 23) = 2129 + Z1%3.

La conjugacion ‘respeta’ a las dos operaciones suma y producto y al valor absoluto:

(21 +22) =21+ 22, (2122) = 2172, |2 =12] = |2].

Las potencias enteras del complejo i son i, i2 = —1, i> = —4, i* = 1 y las demés se reducen a éstas.

Solamente existe un complejo z = 0, si y solo si x = y = 0, y los nimeros reales son precisamente
aquellos nimeros complejos que son idénticos a sus complejos conjugados.

z=2, <= zeR.
El valor absoluto satisface |z122| = |21]|22] y las:
desigualdades triangulares |z + 29| < |z1| + |22|, |21 — 22] > ||21] — |22]| -

Formula de Euler

e* = "W = ¢ (cosy + isiny)
Teorema de De Moivre

Si el complejo z se escribe como z = r(cos@ + isinf), z = re?’, el producto aparece como z1zo =
riree(®1192) 'y las potencias 2" = r"e"? | entonces

2" = r"(cosnf + isinnb).

Como resulta que (e?)" = ¢, entonces (cosf + isinf)" = cosnf + isinnd, de donde se pueden
obtener todas las reglas trigonométricas de los dngulos miiltiples y angulos fraccionarios.
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4 CAPITULO 1. OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS

Problemas

1.1 Verificar las operaciones siguientes, tanto en su forma ordinaria como usando la forma polar de
los nimeros complejos que se indican:

o1
2+1

i(1—iV3)(V3+1i) =242iV3, (1+iV3)70 =271 (-1 4iVv3),

=1+2i, (—1+0)" =-8(1+14).

1.2 Describir geométricamente cada una de las regiones del plano complejo
a) —m <argz <m, |z]>3;

1<z —2i < 2

2z 4 3| > 5;

ao o
SN SN

1.3 Indicar qué representan geométricamente las siguientes ecuaciones y desigualdades:
{a} |z—1—i|=1, {b}lz=1=|2+1|, {c}|z—1+i>|z—1—1d|, {d}|z+4i|+]|z—4i| =10.
1.4 Si z = 6e"/3, evaluar |¢’%|. [Sol. e~3V3]

1.5 Encontrar todas las soluciones de los sistemas de ecuaciones:

|z—12] 5  |z—4]

|z—8i] 3 |z—8

2)

|z 4+ 1+
|z —1—1d]

[80121=6+17Z, 22:6+8Zy21=1—l, 222—1—|—Z]

b) [2% —2i| =4, L.
1.6 Encontrar todas las soluciones de cada una de las 8 ecuaciones:
22=1i 22=3-4i; 2=-1; 2%=64
ZT41=0; L=1+i z2=2% |z]—2=14+2i
1.7 Encontrar para qué valores de z se satisface la ecuacién
cos(z —1i) = 2.

Resolver asimismo la ecuacién

Yz-1+i)(z-1)2 =2
[Sol.z = 2km +i(1 —In(2+V3)),k €Z y 21 = (1 —)/2 y 2o = (3 +1)/5|[Parcial Abril 2004]

1.8 Demostrar las formulas siguientes:

0] 2n
(1+cosa+isina)® = (2 cos 5) eina
1+itana\” _ 1l+itanno
1—idtana 1 —itanna’

Sugerencia: Escribir esas relaciones en términos del angulo mitad.

1.9 Demostrar que no hay ningtn valor de z para el cual la funcién e se anula. Asimismo, demostrar

que

|€z| — eRez y que ez+27m — 62.



1.10 Encontrar todas las soluciones de la ecuacién
5%

tanz = —.
3

[Sol. 2z, =iln2+ 7 (4 + k) , k € Z.] [Parcial Abril 2003]

1.11 Demostrar que en el plano complejo, la ecuacién de una circunferencia que pasa por tres puntos
no alineados z1, 22 y 23 se puede escribir en la forma del determinante

22 2 z 1
‘Zl|2 21z 1
2 f =0
‘22| Z2 22 1
‘23|2 z3 zg 1
1.12 Encontrar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos z3 = 1 — 4, 20 = 2i y

[Sol (x +1)2 +y* =5]

1.13 Demostrar que en el plano complejo, la ecuacién de una circunferencia que pasa por tres puntos
no alineados z1, z3 y 23 se puede escribir en la forma:

—z
z

wl

Z—Z1

zZ—2Z22
z3—21
Z3—22

=

Wy
N

wl
o

|
=

|
w
&
S

1.14 Demostrar que para todo numero real positivo k # 1 la ecuaciéon

|z — 21|
|z — 22| ’

es la ecuacién de una circunferencia. Encontrar el centro y el radio de la misma. ;Cémo se puede
definir entonces una circunferencia? Resolver el problema inverso, es decir, dados el centro y radio
de una circunferencia, encontrar los puntos z1 y z2 y el valor de k que lo satisface.

1.15 Demostrar que la ecuacion |z — z1| + |z — 23] = a > 0, donde 21 y 22 y a > |21 — 23], son dos
ntmeros complejos arbitrarios, es precisamente la ecuacién de una elipse en el plano que tiene sus
focos en los puntos z; y z2. {Qué puntos del plano representa la anterior ecuacién si a = 07 ;Y si
a <07

1.16 Probar que la forma usual de resolver las ecuaciones de segundo grado es aplicable a la ecuaciéon
az? + bz +c =0, cuando a, b y ¢ son ntimeros complejos.

1.17 Demostrar que para todo polinomio de coeficientes reales de la variable compleja z, P(z), se
verifica la igualdad

P(z) = P(2).

1.18 Un namero z recibe el nombre de ntimero algebraico si es la solucién de una ecuaciéon
polinémica del tipo agz™ + a12" ' + -+ 4+ ap_12 + a, = 0, con n finito y donde los aq, ..., a, son
enteros. Los nimeros que no verifican esta condicién se denominan nameros trascendentes. En
particular e y 7 son nimeros trascendentes, pero todavia no se ha demostrado que e 6 e+ 7 lo sean
0 no. Probar que los nimeros siguientes son nameros algebraicos.

a) V3+v2 b)) V-2

1.19 En la proyeccién estereografica de la esfera de didmetro unidad sobre el plano complejo, en la
que el polo sur de la esfera se identifica con el 0, demostrar que si (£,7,¢) son las coordenadas de un
punto de la superficie de la esfera y z = x + iy su imagen estereogréfica, entonces estan relacionados
por

oz oy 2
SEITER T e ST THpER
bl &
52_1_7]2’ §2+n2'



6 CAPITULO 1. OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS

1.20 Si (&, 7, ¢) son las coordenadas de un punto P(z) sobre la esfera de diametro unidad, encontrar
las coordenadas espaciales de las imagenes de los siguientes puntos

P(-2), P(), p(l).

z

[SOI (_57 -n, <)7 (5, -, C)v (57 -1, 1- C)]

1.21 Sean z1, z2 y 23 tres puntos sobre una circunferencia con centro en el origen. Demostrar que
el tridngulo que posee dichos puntos como vértices es equildtero si y solo si 21 + 29 + 23 = 0.

1.22 Dados tres vértices consecutivos de un paralelogramo 2, z2 y z3, encontrar el cuarto vértice.
1.23 Demostrar que para todo z se verifica la identidad:
[Vz22 —=1+z|+|V22—1—2z]=]z—1]+ |z +1].
1.24 Demostrar que si tenemos un tridngulo equilatero de vértices z1, 2o y 23, entonces se cumple:
2 2 2 _
21+ 25 + 23 = 21220 + 2223 + 2321.

Asimismo
(23 — 2’1)(22 — 2’3) = (21 — 22)2, (2’1 — 22)(2’3 — 21) = (2’2 — 2’3)2.

1.25 Demostrar que cualesquiera que sean los complejos z y ( se verifican las identidades y desi-
gualdades:

L |z + 2+ |z = > = 2]2]2 + 2|¢)>.

2. [0+ 1P+ |2 = (P = (L4 [ A+ [¢P).
3. [2C =12 = |z = (> = (|=* = D(I¢]* - 1).
4. |2+ ¢ < J2l + IC-

5. [z = = |lz[ = [CI] = [2] = [C]-

6. [z 4 ¢l = [[z] = €l = 2] = [¢].

7. |z = ¢ <2l + [

1.26 En célculo vectorial se define el producto escalar (o producto interior) de dos vectores u =
(u1,u2,u3) y v = (v1,v2,v3) mediante u-v = uyv; +uzv2 +uzvs. Se demuestra que w-v = |ul|v| cos b,
siendo 0 el angulo que forman dichos vectores. Si los complejos los consideramos como vectores
bidimensionales demostrar que su producto interior se escribe como:

Z1 Ry = Re(leQ).

1.27 En célculo vectorial se define el producto vectorial (o producto exterior) de dos vectores
u = (up,uz,u3) y v = (v1,v2,v3) como otro vector w = (wq,ws, w3) mediante w = u X v, cu-
yas componentes son wi = Ug¥s — UzVa, Wa = U3V] — U1V3, W3 = U1V — U¥1. Se demuestra que el
modulo de este vector vale |w| = |ul|v|sin@ siendo 0 el angulo que forman dichos vectores. Si los
complejos los consideramos como vectores bidimensionales su producto vectorial seria perpendicular
al plano complejo y solamente tendria la tercera componente no nula. Demostrar que esta tercera
componente asociada al producto vectorial se calcula mediante

21 X 29 = Im(leQ).
1.28 En calculo vectorial se demuestra que el drea del paralelogramo subtendido por los dos vectores

u = (ug,u2,u3) y v = (v1,v2,v3) vale Area= |u X v|. Encontrar el 4rea del tridngulo cuyos vértices
son los puntos 21 =2+14, 20 = —1—1y 23 = 3.



1.29 Demostrar que el area de un tridngulo cuyos vértices son los puntos z1, 22 y 23, €s
3 (22 — z3)|1?
— 4121
donde el sumatorio se extiende a todas las permutaciones 7 ciclicas de 1, 2 y 3.

1.30 Probar que el conjunto de nimeros complejos z = a + ib es equivalente al conjunto de matrices
reales 2 x 2 de la forma:

r=a+ib — Z:(“ b), a,beR
-b a

Establecer la relacién entre las operaciones suma y producto de matrices con las correspondientes
operaciones con complejos. ;Como se caracteriza entre las matrices la conjugacion compleja? ;Y el
valor absoluto |z|. Analizar la forma general de un namero complejo de valor absoluto 1.;Tiene algo
que ver con las rotaciones del plano?

1.31 Analizar la convergencia de las sucesiones

. 1+in

a) up=—, b) un:ﬂ.

n n
1.32 Probar que
n2i" n mn
a) lim =0; b) lim - — =1—1.
n—»oon3—‘,—1 n—oo \ N + 31 n-+1

1.33 Probar que la serie

Lbif3+4(i/3) 4= _(i/3)" ",

n=1

converge y hallar su limite.

1.34 Encontrar para qué valores del parametro real a las siguientes series son convergentes:

a) i n~%"™ b) i n=%"/", c) i (n2 + 1)_a (e”/" - 1) ,
n=1 n=1 n=1

d) Z (a+1)(a+§l)---(a+n) i

1.35 Calcular, usando la férmula de De Moivre, las funciones trigonométricas de dngulos miltiples
sin k@ y cos kf, con k entero, en términos de las funciones sinf y cos 6 y sus potencias. ;Y si k es un
namero fraccionario de la forma k = 1/n, con n entero? Particularizar para el caso k =5y k = 1/2.

1.36 Encontrar las siguientes sumas en términos de funciones ordinarias y del pardmetro n:
sinx 4 sin2x + --- +sinnx, cosx + cos2x + --- 4+ cosnx,
sinz +sin3z + - - +sin(2n — 1)z, cosx + cos3x + - - + cos(2n — 1)z,
sinz —sin2x +--- + (=1)"" ! sinnz.
(Se sugiere considerar sumas de progresiones geométricas de razén e®*.)
1.37 Resolver las siguientes preguntas:
1. Calcular las partes real e imaginaria de (1 — )%,

2. Calcular las partes real e imaginaria de las soluciones de sinz = 2.



8 CAPITULO 1. OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS

3. Determinar la imagen del rectangulo R determinado por los intervalos de los ejes real e imagi-
nario R = [log 2,log 3] x [—m, 7], bajo la accién de la funcion exponencial f(z) = e?.

[Examen Junio 2002]

1.38 Resolver las siguientes preguntas:
1. Hallar todas las soluciones de la ecuacién (e* + 1)3 + 8 = 0.
2. Calcular todos los valores posibles de (cosi)®.
3. Sea t € (—m, 7). Calcular el argumento principal del complejo et + 1.

[Examen Septiembre 2002]

1.39 Resolver las siguientes preguntas:
(a) Calcular todos los valores posibles de (1 —4)*%.
(b) Hallar todas las raices de cos z = cosh z.
(c) Calcular la imagen de la region Q = {z: 4 < |z| < 9, —7/2 < Argz < 7/2}, bajo la accién de
la rama principal de la funcién f(z) = /2 definida sobre el plano complejo con la linea de corte el
semieje real (—o0,0]. [Examen Junio 2003]

1.40 (a) Calcular y representar graficamente en el plano complejo las soluciones de la ecuaciéon

16 + 162
V2
(b) Calcular las partes real e imaginaria de todos los valores posibles de (ai)’ si a es un ntimero real

distinto de cero.
(c) Mostrar que

(:-1)' =

<1+itan2>n 1+itan (2n) 193
= si n=1,2,3 ...

l—itan2)  1—itan(2n)
(d) Calcular la imagen de la region
3T
{zeC : 8<|2| <27, ffgargz§0}

bajo la accion de la rama principal de ¥z en la que el corte se realiza a lo largo de (—o0, 0]. [Examen
Junio 2004]

1.41 (a) Encontrar las raices de la ecuacion

1
sin(e®) = 5 #€ C.

(b) Sea z € C tal que |z|] =1y a € C. Demostrar que

zZ—a

— | =1.
1—az

(¢) Calcular la imagen del rectangulo de vértices A = —Mi, B = Tn/4 — Mi, C = Tn/4+ Miy
D = Mi, mediante la transformacion dada por la funcién e**, siendo M > 0. [Examen Junio 2005]

1.42 Encontrar todas las soluciones de las ecuaciones:

(a) 22 +1—/3i = 0.

(b) coshz —sinh z = 1.

(c) =D = 1.

(d) Sea f(z) la rama de v/z que es analitica en el dominio D = C — {z = —iy, y > 0} y tal que
f(1) = —1. Calcular f(—1)y f(29).

|Examen Septiembre 2004]



1.43 a) Calcular las partes real e imaginaria de V.
(b) Demostrar que para toda funciéon analitica

d 1

= (Ref(2)) = 3f'(2).

(c) Si tenemos la region del plano complejo, |z| > 1, 0 < arg z < 7/4, de la figura, determinar cuales
son la iméagenes de todos estos puntos bajo la funcién analitica 1/22.
[Examen Parcial Abril 2006]

1.44 (a) Encontrar todas las soluciones complejas de la siguiente ecuaciéon y representarlas en el
plano complejo
2 —i=—V3.

(b) Encontrar todos los nimeros complejos que satisfacen la igualdad

Z1+i — 4

(c) Probar la siguiente igualdad
cosh(z + w) = cosh z coshw + sinh zsinhw, Vz,w € C.

(d) Calcular
dz
oz
cuando C es la frontera del cuadrado {z € C,|Rez| < 1,|Imz| < 1,} y cuando C es la circunferencia
|z 42| = 1.
[Examen Junio 2006]

1.45 (a) Encontrar las raices de la ecuacion
sinz 4 cos z = 2.

(b) Encontrar todos los valores de
(-2

(c) Calcular la imagen de la region |z| < 4, —7/4 < arg(z) < m/4, bajo la transformacién generada
por la funcién v/z donde deberemos utilizar la rama /z = /re'("+0/2),
[Examen Septiembre 2006]
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1.46 (a) Encontrar todas las soluciones de la ecuacion
22+ 3iz=1/z
(b) Calcular todas las partes real e imaginaria de
i—i

(c) Determinar las imagenes de los puntos de la region 1 < |z| < 2, 7/2 < Argz < 37/4, bajo la
aplicacion w = 1/22. Dibujar el resultado. ;Cuél es la relacién entre las areas de la figura inicial y
de la final?

(d) Demostrar que no existe ningin z € C finito para el que cosh z = sinh z.; Podemos decir lo mismo
para un z € C finito tal que cosh? z = sinh? 2?

(e) {Es posible la existencia de una funcién analitica tal que su parte real v y su parte imaginaria v,
sean iguales? ;Y la posibilidad v = —v?[Examen Junio 2007]

1.47 (a) Calcular todos los valores de z € C que verifican
COSZ = COS Z.

(b) Sea f(2) la rama de /z definida en C — [0, 00) tal que f(—1) = (1 —i)/+/2. Calcular f(i).

(c) Encontrar el valor de 727, cuyo médulo es e.

(d) Representar graficamente la imagen del conjunto A = {z € C: |z| < 1,Imz > 0}, mediante la
aplicacion T'(z) = (2 — i)/(z + i).[Examen Septiembre 2007]

1.48 (a) Encontrar todas las soluciones de la ecuacion

24+ 8+8V3i=0.

Si unimos los puntos, solucién de la ecuacién anterior, ;qué figura se obtiene? ; Cudnto vale su area?
;,Cual es el radio del circulo inscrito en la anterior figura?
(b) Calcular

(1 4 \/gi)cosw

[Parcial Abril 2007]



Capitulo 2

Funciones analiticas

Funcién continua Una funcién compleja de variable compleja f(z) es continua en el punto zg si se
cumple

lm f(z) = f(z0).

z—20

v es independiente de la forma en que z tiende a zg. La funcion f(z2) = u(x,y) + iv(z,y) es continua
en zg = oo + iyo si y solo si las funciones v y v son continuas en (zo, yo).
Funcién derivable Una funcion compleja de variable compleja f(z) es derivable en el punto zg, si

existe el
o 1) = 10)

zZ—20 zZ— 20

v es independiente de la forma en que z tiende a zy. Al valor del anterior limite, si existe y es tnico,
lo representamos por la expresion f/(z9) y lo denominamos la derivada de f en zo.

Funcién analitica Una funcion f(z) es analitica en un punto zy si su derivada f’(z) existe no solo
en zp sino en cada punto z de un cierto entorno de zy.

Condiciones de Cauchy-Riemann

Una condicion necesaria para que la funcion w = f(z) = u(x,y) +iv(x, y) sea analitica en una regién
R es que en los puntos de esa region se satisfagan las ecuaciones

ou  Ov ou v (2.1)
ox Oy’ Oy Ox’ '
Si las anteriores derivadas parciales son funciones continuas en R, entonces las condiciones anteriores
son también suficientes para que w sea analitica en R.
La derivada de una funcién analitica, expresada como f = u + iv, se puede calcular de las dos
formas

daf ou(z,y) +ia’U(:L',y) B lau(:v,y) n ov(z,y)
dz  Ox oxr i Oy oy

Como funcién de z, f/(z) se calcula mediante las reglas habituales de derivacion con respecto a z.
Funciones elementales: El lector debera determinar la regién donde son analiticas las siguientes
funciones.
Polinomios:

P(z)=ag+ a1z +az® + - 4 apn_12"" +a,2".

Funciones racionales:

donde P(z) y Q(z) son polinomios.
Funcién exponencial
e* = et = e®(cosy + isiny)

Si a es real y positivo se define

af = ez]na’

donde Ina es el logaritmo ‘natural’ de a.

11



12 CAPITULO 2. FUNCIONES ANALITICAS

Funciones trigonomeétricas:

. e’LZ _ e—lZ elZ + e—lZ
sinzg = ——p——, cosz=—"Fp—,
v las derivadas de ellas como sec z, csc z, tan z, cot z.
Funciones hiperbdlicas:
. ef—e % e 4+e*
smhz:T7 coshz:T,

y las derivadas de ellas como tanh z, coth z, etc.
Funciones logaritmicas: Si z = e, entonces escribimos w = Inz se dice que w es el logaritmo
natural de z y resulta ser una funcién no uniforme, infinitamente multivaluada y definida mediante:

w=Ilnz=Inr+40+2kr), k=0,£1,42,..., siendo z = pel0+2km)

Funciones trigonométricas inversas:

1 1
arcsinz:f,ln(z’z—i— 1—22), arccosz:fln<z+\/22—l),
7 i

y otras como arctan z, etc. A veces se representan como sin 1 Z, cos™! z, etc., pero esta notaciéon se

puede prestar a errores. Son funciones multiformes debido al In y a la raiz cuadrada.
Funciones hiperbdlicas inversas:

arcsinh z = In (z + V22 + 1) , arccoshz =1In (z + V22— 1) ,

y las derivadas de ellas como arctanh z, etc. Son también multiformes.

La funcion potencial

« ealnz7

z
para todo o € C, y si f(z) y g(2) son dos funciones complejas de z,

F(2)9) = ) mF(2),

y en general son funciones multiformes o multivaluadas por su definicién a través del logaritmo.
Funciones algebraicas: Son soluciones w de ecuaciones de la forma:

Py(2)w™ + Py (2)w" + -+ Py_1(2)w + Pa(2) =0,

donde Py(z) # 0, Pi(z), ... P,(z) son polinomios en z.

Funciones transcendentes (o transcendentales): Son aquellas que no sea posible expresarlas como
una funcién algebraica.

Funciones elementales: Aquellas funciones que se puedan expresar en términos de las anteriores
(salvo las transcendentes) tras un ntunero finito de operaciones del tipo sumas, restas, productos,
cocientes y raices.

Funciéon entera: Es aquella que es analitica en todo el plano complejo, excluido el punto del infinito.
Funcién arménica: Una funcion f(z,vy), definida en una regién R de R?, se dice que es arménica
en R si satisface la ecuacién de Laplace para todos los puntos de R:

Pf(ay) | ()

Ox2 Oy? =0

Las partes real e imaginaria u(z,y) y v(z,y) de una funcién analitica son funciones armonicas. Se
dice en ese caso que u y v son funciones armonicas conjugadas pues por satisfacer las condiciones
(2.1), se tiene

%u 0% 0%u 0% %u  0%u v 0%

922~ ozoy’ o ogow Y SMmANde 5t o =0T om T o
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Problemas

2.1 Encontrar la regién del plano complejo en la que la funcién |z|? es continua. Calcular la derivada
de la funcién |z|? en los puntos en que es continua. ;{Es una funcién analitica?

2.2 Determinar la derivada de sinz y de €2? en un punto cualquiera z € C.

2.3 Demostar que la funciéon f(z) = /|xy| satisface las condiciones de Cauchy-Riemann en z = 0,
pero no es derivable en ese punto.

2.4 Decir si las siguientes funciones definidas sobre los dominios que se indican, son biunivocas:
a) w=2z2%Rez>0;
b) w=2z2% |z| <1;

c)w= T \z|<1
> 1
. o <2
2 ) z b
1
e)wfi _,_, , 2l <1, O0O<argz<m/2.
z

2.5 Demostrar que si f(z) es una funcién analitica de z, entonces

(af’xﬂ) R =4 ()

Verificar este resultado con la funcion f(z) = 22.

2.6 Determinar:

10
, 2041 , 1—cosz , 1—cosz , 2
a) lim — , b)lim ———=, ¢)lim ———=, d) lim(cos z)'/*".
z—i 26 +1 z—0 22 z—0 sin 22 2—0

[Sol. a) 5/3,b) 1/2, ¢) 1/2,d) e™1/2]
2.7 Demostrar por qué las siguientes funciones no son analiticas en ningin punto del plano complejo:
fi(z) =xy+iy;  fa(z) = €Y(cosx + isinx).

2.8 Demostrar que las funciones siguientes definidas sobre R?, satisfacen la ecuacién de Laplace
y por lo tanto pueden ser interpretadas como la parte real de una funcién analitica. En este caso
determinar la correspondiente funcion f(z) de la cual son su parte real.

a) u(z,y) = 2% — 3wy + 322 — 3y? + 1,

b) u(x,y) = sinz coshy + 2cos wsinhy + 22 — y? + 4xy.

[Sol. a) w = 23 + 322 + C, b) w = sinz + 2% — i(2sin z + 222).]

2.9 a) Encontrar todas las funciones analiticas de la forma f(z) = u(z) +iv(y).

b) Probar que si f(z) es analitica en C, entonces también lo es la funcion g(z) = f(z). ;Qué se puede

decir de h(z) = f(2)?

c¢) Si v es armoénica conjugada de u, demostrar que uv y e* cosv son también funciones armonicas.
[Sol.a) f(z) = (ax +b) +i(ay + ¢), con a,b, ¢ const.]

2.10 Descomponer la funcion sin z en sus partes real e imaginaria.
[Sol. sin z = sinx cosh y + ¢ cos x sinh y]

2.11 Demostrar que las siguientes funciones u(z,y) son arménicas en cualquier dominio del plano y
encontrar su armonica conjugada v(z,y), asi como la funcion analitica f(z) de la que son su parte
real, en los ejemplos:

1. u=2z(1-y).

2. u=2x— 23+ 3xy°.
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3. u=sinhxsiny.
4. u=1y/(2* +y?).
5. u = cosxsiny.
[Sol: f1(2) =22 +22+C; fo =22 — 23+ C; fs = —icoshz; fy =i/2+ C. f5 no es armoénica.|

2.12 Halle la funcién analitica w = f(z) a partir de su parte real u(z,y) = 2e® cosy con la condicién

f(0) =2.
[Sol. 2¢%.]

2.13 Sean uy v (o bien u; y v;) pares de funciones armonicas conjugadas en un dominio D. Demostrar
que los pares de funciones U y V que se indican, son asimismo funciones arménicas conjugadas en
el dominio D.

a) U=au—b, V=bu+av, Va,beC.
b) U=au; +buy, V =avi+bvy, Va,beC.
c) U =uius —viva, V = ujvs + vius.
d) U=e“cosv, V =e"sino.
e) U=e"""cos2uv, V=e" " sin2uv.

2 _ .2 2 _ .2
f) U = €™ cos - 2U , V = e“sin - 2u

2.14 Encontrar (si es que existen) funciones arménicas de la forma siguiente:
a) u = ¢lax +by),Va,b € R, b)u=d(x+ Va2+y?), c)u=o@*+y).

2.15 Encontrar (si es que existen) funciones arménicas de la forma siguiente:

x2+y2
= .

a)u=o@® +97), blu=d@ —y?), o) u= oyl d>u¢><

[Sol. a) C'ln(z? + y?) + K; (b) C(2? — y?) + K; (c) Carctan(y/z) + K; (d) Cz/(2® + y?) + K |

2.16 Si en un cierto dominio la funcion compleja w = w + v y su compleja conjugada v — iv son
ambas analiticas, probar que w es una funcién constante en ese dominio.

2.17 Si w es una funcién analitica en un cierto dominio, probar que su valor absoluto |w| no puede
ser constante a menos que w sea una funcioén constante en el dominio.

2.18 Mostrar que f(z) = z/(14]z|) es continua y transforma el plano complejo C en el disco |w| < 1.
. Es analitica?

2.19 Determinar los puntos singulares de las siguientes funciones y razonar por qué esas funciones
son analiticas en todos los puntos del plano complejo excepto en los puntos singulares:
2z 4+ 1
Cz(224+1)
23+
22 -32+2°
3. (2+2)71(22+22+2)7 L.

2

2.20 Comprobar que la funcién
0 si z=0,

satisface las condiciones de Cauchy-Riemann en el punto z = 0, pero no es analitica en dicho punto.
. Es derivable en z = 07
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2.21 Dada la funcién f(z) = 23 —i(y — 1)® = u + iv, como resulta que

Ju n .0V

Rl i

ox oz
JPor qué la funcién 322 solamente representa a la derivada f/(z) en el punto zy = i?

2.22 Dadas las funciones f(z) siguientes, demostrar que f’(z) no existe en ningin punto:
a) 2x + wy?i;
b) z — Z;
c) e*(cosy —isiny).

2.23 Encontrar los puntos del plano complejo donde las funciones sin z, sinh z y tan z se anulan y
aquellos en los que toman valores imaginarios puros.

2.24 Demostrar que cada una de las siguientes funciones es una funcién entera:
fi(z) =3x+y+i(By —x); f2(z) =sinz coshy + icosx sinh y;
f3(2) = e Y(cosx +isinz); fi(z) = (2% —2)e “(cosy — isiny).

[Sol.fi = (3 —i)z; fa =sinz; f3=¢"; fy = (22 — 2)e™ 2]

2.25 Sea f(z) una funcion derivable en el punto zg y sean u = Re f y v = Im f. Demostrar que las
formulas siguientes son equivalentes:

1. f'(20) = uy(z0,y0) + Z'U:/p(ﬂ«"o,yo)-

2' ( ) v;(xﬂay()) ('L()vyO)
3. f'(20) = ug(wo,y0) — (fﬂo,yo)-
4. f'(20) = vy (w0, Yo) + vy (w0, Yo)-

5.1 (20)2 = ul,® + u§12 =l v’ = u_;Q + v’y2 =)’ + ’U/y2

2.26 Sea u(z,y) una funcién armonica. Demostrar que las funciones du/dz y du/dy son asimismo
funciones armonicas. Si tenemos dadas dos funciones armonicas u(x,y) v v(z,y), que ademés son
armonicas conjugadas, ;resultan ser armonicas conjugadas las dos funciones du/dzx y Ov/0xz? ;Y las
dos funciones du/dy y dv/0y?

2.27 Sean u y v funciones arménicas conjugadas. Sus curvas de nivel son las familias de curvas sobre
R? definidas por u(x,y) = C; y v(z,y) = Cs. Probar que estas familias de curvas son ortogonales.
Demostrar que en cada punto (xg,yo) que sea comun a una curva u = Cq y a v = Cy, las tangentes(o
normales) a las dos curvas son perpendiculares, siempre y cuando du/dz y dv/Qy no sean ambas
nulas en el punto.

2.28 Sea u(x,y)+iv(z,y) una funcion compleja de variable compleja. Si donde aparecen x e y lo sus-
tituimos por * — (24 2)/2, y — (2 — 2)/2i, entonces g(z, z) = u(z(z, 2), y(z, 2)) +iv(z(z, 2), y(z, 2)).
Demostrar que la funcién g asi construida no puede ser funcién explicita de Z si u+ v es una funcién
analitica.

2.29 Si f(z) = u(x,y) + iv(z,y) es una funcion analitica, y conocemos su parte real u y su parte
imaginaria v, demostrar que la f(z) se puede construir mediante las dos posibilidades

f(z) =u(z,0) +iv(z,0), f(2)=u(0,—iz) +iv(0, —iz).

2.30 Si f(z) = u(x,y) + iv(z,y) es una funcion analitica, dada u (o v) la funcién v (o u) esta
definida salvo una constante. Por lo tanto, el conocimiento de u (o v) define a f salvo una constante.
Demostrar (utilizando las condiciones de Cauchy-Riemann) que:

a) f(z) = 2u(z/2, —iz/2)+constante,

b) f(z) = 2iv(z/2, —iz/2)+constante,
y donde la constante a determinar, mediante identificacién por ejemplo, puede ser nula. De esta
manera, toda funcién analitica queda definida, salvo una constante arbitraria, por el conocimiento
de su parte real o imaginaria.
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2.31 Si f(2) = u(x,y) + iv(z,y) es una funcion analitica, conocidas u y v, f(z) se puede calcular
mediante la sustitucion

f(z)=u(z/2,—iz/2) + v (z/2, —iz/2).

2.32 De los resultados de los dos problemas anteriores, demostrar que si f(z) = u(z,y) +iv(z,y) es
una funcién analitica, entonces se cumple

u(z/2,—iz/2) = iv(z/2, —iz/2).
2.33 Usando el resultado del problema 2.29, encontrar f(z) para los casos:
a) u(z,y) = ' =62%y*+y*, b)v(z,y) =sinhzcosy, c)v(z,y)=2"-2¢% d)u(z,y)=y/(@®+y?).

2.34 Si f(z) = u(z,y) + iv(z,y) es una funcion analitica, demostrar que f se obtiene conocidas u y
ven la forma f(z) = u(az, —i(1 —a)z) +iv(az, —i(l — a)z), cualesquiera que sea el niimero complejo
a. En particular, en varios problemas anteriores hemos tomado a =0, a = 1y a = 1/2, pero no es
necesario que a sea real.

2.35 Sea la funcién f(z) = z'/2.;Es multivaluada? En caso afirmativo, determinar sus puntos de
ramificacién y los cortes, clarificando cémo es la superficie de Riemann sobre la que resulta ser una
funcién uniforme. Demuestre que con z = e’ parar > 0, 0 < 0 < 27, la funcién f’(z) existe en todo
el plano complejo salvo en el origen y en el semieje real positivo y que en ese caso f'(z) = 1/(2f(2)).

2.36 Sea la funcién w = v/22 + 1. ;Es multivaluada? En caso afirmativo, determinar sus puntos de
ramificacién y los cortes, clarificando cémo es la superficie de Riemann sobre la que resulta ser una
funcién uniforme. {Y para la funcion w = v/22 — 17

2.37 Escribiendo f = u(r, ) + iv(r,0) donde z = re?®, obtener las ecuaciones de Cauchy-Riemann

en coordenadas polares

Ou 10v v 10u

ar  roo ar  rof
Usando la forma polar de las ecuaciones de Cauchy-Riemann estudie la derivabilidad compleja de
f=22 f=1z122y f=7r%+0+2ir%0.

2.38 Use el valor principal de 2* para escribir las funciones arménicas conjugadas u(r,0) y v(r, ),
siendo z* = u + .

2.39 Halle el valor del modulo de la funcién w = sin z en el punto z = 7 + ilog (2 4 5/2).

2.40 Si f(z) = v/z es la rama analitica de la raiz cuadrada en C excluido el semieje real positivo
[0, +00) con v/—1 = —i, comprobar que f'(z) = 1/24/z.

2.41 Las 6rbitas de los planetas alrededor del sol, aunque son elipticas, son de pequena excentricidad
y en muchos casos se pueden asimilar a circunferencias. Si consideramos las 6érbitas circulares de la
Tierra, Marte y Jupiter, de radios Ry = 2, Ry; = 3 y R; = 10, respectivamente y de acuerdo con la
tercera Ley de Kepler de periodos aproximadamente iguales a T =1, Ty =2 y Ty = 12, se pide:
1. Escribir en el plano complejo las trayectorias de los tres planetas alrededor del sol.

2. Escribir las trayectorias de los planetas respecto de la Tierra y dibujar las mismas en el plano.

3. Decir si la aproximacion de Ptolomeo mediante epicilos y deferentes era una aproximacién razo-
nable.

2.42 Dada la funcién de dos variables v(z,y) = 2® — 3azy?, se pide:

(1) ;Para qué valores del pardmetro a la funcién anterior es armonica?

(2) Encontrar la funcién u(x,y) armoénica conjugada de la anterior funcién armoénica v(z, y).

(3) {Cudl es la funcion analitica f(z) = w + iv de la cual son, respectivamente, su parte real e
imaginaria?

(4) Encontrar los vectores tangentes a las curvas u = cte. y v = cte. ;En qué region son estos vectores
ortogonales?; En qué region estos vectores estan definidos?

(5) Sea f(z) = u+iv. Como u y v son armoénicas, también lo es u + v. Encontrar en términos de
f(2) la funcion g(z) cuya parte real sea u + v.|Examen Junio 2002]
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2.43 Sea u(z,y) =2y + (e¥ + e Y)cosz.

(a) Mostrar que u es armonica.

(b) Hallar todas las armonicas conjugadas de u y una funcién analitica f(z) expresada en términos
de z y tal que Re f(z) = u(z,y) , f(0) =2+ 4. [Examen Junio 2004]

2.44 Resolver las siguientes preguntas:

1. Encontrar todos los polinomios armonicos de la forma

uw(z,y) = ax® + bx’y + cxy® + dy?

2. Calcular una funcion v(z,y) para la que u(z,y) + iv(z,y) sea entera.

[Examen Septiembre 2002]

2.45 Dada la funcién y

2 _ 2

u(z,y) =2"—y" +5r4+y - ——,
(z,y) Y Yo

se pide:

(a) Demostrar que u es armonica.

(b) Encontrar la armoénica conjugada v de la funcién arménica u.

(c) Determinar la funcién analitica f(z) tal que f(z) = u + iv.

[Examen Junio 2003]

2.46 Encontrar todas las funciones arménicas de dos variables x e y de la forma ¢(zy). Encontrar
la funcion analitica f(z) que tiene como su parte imaginaria a las funciones anteriormente halladas.

[Examen Septiembre 2003]

2.47 Encontrar el desarrollo en serie alrededor del punto zp = 0 de la funcion f(z) que satisface
las condiciones f(0) = 0, f/(0) =i y la ecuacién diferencial f’(z) +i2f(z) = 0. ;De qué funcién se
trata? [Examen Septiembre 2004]

2.48 Sea la funcién .
u(z,y) =€e* Y cos(2zy)

(a) Verificar que satisface la ecuacién de Laplace V2u = 0 en R2.
(b) Como parte real de una funcién analitica, buscar todas sus arménicas conjugadas.
(c) Expresar en términos de z la funcién f(z) = u + iv, tal que f(0) = 1.

[Examen Septiembre 2004]

2.49 Sea f = u + iv una funcién analitica en un entorno del origen, donde u(x,y) = z — e Ysinz.
Determinar de qué funcion f(z) se trata si debe cumplir ademas la condicion

h'm@:oz7 a € C, m € N.

z—0 z™Mm

Discutir, y determinar para cada posible valor del nimero natural m, el valor del correspondiente
limite «. [Examen Junio 2005]

2.50 Encuentra la funcion f(z) = f(z+iy) = u(zx, y)+iv(z, y), analitica, que cumple las condiciones:
FO +£0) =i, ut2v=22(1-y+z)-2y(y—2).

2.51 Sea f(z +iy) = cosz(coshy + asinhy) + isinz(coshy + bsinh y). Encuentra para qué valores
de los parametros a y b la funcién f(z) es analitica. Escribe f en términos de z.
[Examen Septiembre 2006]
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2.52 Hallar todas las funciones enteras f(z) : C — C tales que V(z,y) € R? se verifica que
f(2) = [z +iy) = fz) = f(y) + 2ayi
[Examen Junio 2007]
2.53 Encontrar todos los posibles valores de a,b, ¢ € C de forma que la funcién
f(2) = az® + b2z + 22,

sea una funcion entera. [Examen Septiembre 2007]



Capitulo 3

Integracion en el plano complejo

La integral de una funcién compleja de variable compleja entre dos puntos z; y z2 a lo largo de un
camino C que los une, y que puede ser abierto o cerrado en el caso de que zo = 21, viene dada por

22 (z2,y2) (2,y2) (z2,y2)
/ f(z)dz = / (u(z,y) + iv(z,y))(dz + idy) = / (udx — vdy) + z/ (vdz + udy)
zZ1 (

T1,Y1) (z1,91) (z1,91)

y se reduce al célculo de las dos integrales curvilineas reales, a lo largo de la curva continua C. Si la
curva C viene escrita en forma paramétrica {z(t),y(t)}, ¢ € [t1,t2], entonces

/ f(z)dz = / L (t), y(0)i(t) — (e (t), y())i(0)} di+i / " fo(a (), y(0) () + ulz (), y (D)D)} d.

Si la curva C viene escrita en forma cartesiana y = y(z), entonces

[ e = [ o) — vl y@)y @) do+ / " ol (@) + ulwy(@)y (@) de.

Teorema de Cauchy-Goursat
Sea f(z) una funci6én analitica en una regién R y en su contorno C. Entonces

]{ f(z)dz = 0. (3.1)
c
Teorema de Morera

Sea f(z) una funcién continua en una regién simplemente conexa R y supongamos que se cumple

740 f(2)dz =

para toda curva cerrada simple en R. Entonces f(z) es analitica en R.

Si f(z) es analitica en una region simplemente conexa R, entonces

b
/ f(2)dz = F(b) — F(a), siendo F'(z)= f(2)

es decir F(z) es una primitiva de f(z) (o bien f(z)dz = dF es una diferencial exacta) y la integral
entre a y b es independiente del camino que une dichos puntos.

Si la regiéon R es multiplemente conexa, siendo Cy el contorno exterior y C;, ¢ = 1,...,n los
contornos de las partes interiores, entonces el teorema de Cauchy-Goursat (3.1) se escribe

7{]‘ dz=0= Cof( 2)dz + le 2)dz + - j{ f(z

donde todos los contornos C, 7 = 0,1,...,n estan recorridos de tal manera que al avanzar por ellos
dejemos siempre el interior de la regién a la izquierda.

19
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Teorema de Green en el plano (Teorema de Stokes)
Si P(z,y) v Q(x,y) y sus derivadas parciales son continuas en una region R del plano y en su

contorno C, entonces
0Q 0P
P " H e _ " .
%C (x,y)dx + Q(z,y)dy //R (836 8y) dxdy

Formula integral de Cauchy
Si f(2) es una funcion analitica en una regiéon simplemente conexa R y en su contorno C' entonces,
para todo punto a del interior de R, se tiene

1 (2)
a)=— ¢ ——dz.
f(a) 2mi Jo z—a
Como f(z) es analitica en a existe su derivada en ese punto que se obtiene de esta formula integral
mediante derivacién con respecto a la variable a

/ 1 f(2)
fi(a) = 3 jg mdz.

Ademas, si f(z) es analitica en a, entonces sus derivadas de cualquier orden f’(a), f”(a),..., son
también analiticas en a.

Teorema del Médulo maximo
Si f(z) es una funcién analitica sobre y en el interior de una curva cerrada C' y no es una funcién
constante, entonces el valor maximo de |f(z)| tiene lugar sobre la curva C.

Teorema de Liouville
Si f(z) es una funcién analitica en todo el plano complejo y acotada, es decir |f(2)| < M Vz € C,
para una constante fija M, entonces f(z) es una funcién constante.

Teorema fundamental del algebra
Todo polinomio P(z) =ag + a1z + -+ ayz™, con n > 1y a, # 0, tiene al menos una raiz.

Si esto es cierto y z1 es esa raiz, entonces se puede factorizar P(z) = (z — 21)Q(z) con Q(z) un
polinomio de grado n — 1, al cual le extendemos el anterior resultado y por lo tanto todo polinomio
P(z) de grado n posee n raices.

Teorema del Argumento
Si f(z) es una funcién analitica sobre y en el interior de una curva cerrada C, salvo tal vez en un
numero finito de polos en el interior de C, entonces

!
if P&y, _n_p,
2mi Jo f(2)
donde N y P son respectivamente el nimero de ceros y polos de f(z) dentro de C.
Su demostracion se basa en que si « es un cero de orden n y ( es un polo de orden p de f(z),
entonces la funcion se puede escribir f(z) = (z — a)"g(z) con g(a) # 0y f(z) = h(z)/(z — B)P con
h(p) finito y # 0.

Desigualdad de Cauchy
Si f(z) es analitica dentro y sobre una circunferencia C' de radio R y centro en z = a, entonces

Mn!
<

[FP () € o n=1,2,

donde M es una constante tal que |f(z)] < M sobre C, es decir M es una cota superior de |f(z)]
sobre C.
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Problemas

3.1 Dadas las siguientes funciones f(z) en el plano complejo, determinar el valor de

| e
c
para los circuitos que se indican:
a) f(z) =y —a — 322, C es el segmento desde z; = 0 hasta zo = 1 + 4; también el caso de que
C sean los dos segmentos desde z; = 0 hasta z3 = i y de éste hasta zo = 1 + i;
b) f(z) =z —1, donde C es el arco de circunferencia z(6) = 1 + €?, desde z; = 0 hasta zo = 2.
c) f(z) = e* donde C es el segmento que va desde z; = mi hasta z5 = 1, o bien el camino que
une ambos puntos a lo largo de los ejes coordenados.
d) f(z) =1/z y donde C es la circunferencia completa de radio R con centro en el origen.
[Sol.a) 1 —iy (1 —14)/2;b) 0; ¢) 1+ e en ambos casos; d) 27i.]

3.2 Si C es el contorno cuadrado con vértices en los puntos z1 = 0, 20 =1, 23 = 14+iy 24 =1
demostrar, haciendo la integral, que

f (322 4+1)dz =0, y que 7{ zdz = 2i.
c c

3.3 Si ay (8 son dos numeros complejos cualesquiera, demostrar que

B
/ 2zdz = 3% — a2,

a lo largo de cualquier camino que une « con 8. ;Qué sucederd si o = 37

3.4 Evaluar

(2,5)
/ 8z + y)dx + (2y — x)dy,
(0,1)

(a) a lo largo de la curva y = 22 + 1; (b) segtn la recta que une (0,1) con (2,5); (c) por las rectas
que van de (0,1) a (0,5) y luego de (0,5) a (2,5); (d) las rectas que van de (0,1) a (2,1) y de (2,1)
a (2,5).

[Sol.a) 88/3; b) 32; ¢) 40; d) 24.]

3.5 Calcular las primitivas de las siguientes integrales en las que la variable x es real, usando la

integracion en el plano complejo:
/ e®" cos bxdx, / e sin bxdzx.

3.6 Calcular cada una de las integrales siguientes y donde el camino de integracién es un circuito
arbitrario que une los puntos limites de integracion.

i/2 T2 3
a) / e dz, b) / cos 5 dz, c) / (z —2)3 dz,
i 0 1

[Sol:a) (144)/m; b) e+ 1/e; ¢) 0]

3.7 Calcular la integral

o -
sin o
dx
0 x

o0
/ cos ax dx
0

cuando a > 0 y para a < 0.
Calcular la integral de

para el mismo rango de valores de a.
[Parcial Abril 2003]
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3.8 Si C esla curva y = 2% — 322 + 42 — 1 que une los puntos 1 + 7 y 2 + 3i del plano complejo,
determinar el valor de la integral siguiente a lo largo de dicha linea. Calcular también la integral
usando una primitiva del integrando.

/ (122% — 4iz)dz.
c

[Sol. —156 + 38i.]

3.9 Evaluar la integral siguiente a lo largo de los circuitos que se indican:

j{ |2|%dz,
c

a) siendo Cj el circulo |z| =1,
b) siendo Cs el circulo |z — 1] = 1.
[Sol. a) 0, b) 2mi.]

3.10 Evaluar la siguiente integral a lo largo del arco de circunferencia de radio 1 que une los puntos
z1 =1y z9 =1, de las dos formas posibles. Determinar asimismo el valor de esta integral en ambos
casos utilizando su funcién primitiva. Discutir el resutado.

dz
cVz
3.11 Evaluar las siguientes integrales, cuyo camino de integracion C' es la circunferencia |z| = 2,
utilizando la férmula integral de Cauchy

% sin 3z " %eizdz ?{ sin® 2 & j{ zdz
cz+m/2777 Jo 22T Joz—7/6""" Jo (9—22)(z+1)

[Sol. 27, —mi, wi/32, w/5.]

3.12 Demostrar que

1 et
e f sz = Sint7
2mi Jo 24+ 1
y si C es la circunferencia |z| = 3.

3.13 Evaluar la siguiente integral a lo largo de la curva C definida por 22 + 22z + 2% = (2 — 2i)z +
(2 + 2i)z, desde el punto z; = 1 hasta el punto zo = 2 + 2i.

/ 22dz + 2%dz
C
[Sol. 248/15.]

3.14 Si C es una curva simple cerrada en el plano complejo, que encierra una regién de drea A,
demostrar que
1

A:f
21 C

zdz

3.15 Si C es una curva simple cerrada en el plano complejo, que encierra una regién de area A,
demostrar que

1
A:ffxdy—ydx.
2 Je

Usar este resultado para encontrar el drea de una elipse de ecuaciones paramétricas * = acos®,
y=0bsinf, 0 <0 < 27.
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3.16 Si C es una curva simple cerrada en el plano que encierra una regiéon R de area A, como este

area se calcula
A= / dzdy,
R

utilizar el teorema de Green para reescribir la anterior integral en la forma

A:/Rdxdy:/cP(Jc,y)dw—i—Q(l”y)dya

escogiendo adecuadamente las funciones Py Q.

3.17 Calcular las raices del polinomio P(z) = 2* — 22 — 2z + 2. Probar que si el coeficiente de la

potencia méaxima de z es 1, el producto de todas las raices es igual al término independiente de z.
Comprobar que al ser de coeficientes reales si existe una raiz también existe su compleja conjugada.
[Sol. 1,1, -1 +4.]

3.18 Calcular las raices de los polinomios P3(z) = 2% — 22 + (3 — i)z =2 —2i y Py(z) = 2* + (1 —
3i)23 + (1 + 2i)22 + (1 — 13i)z — 10 + 2i. Verificar que como los coeficientes no son todos reales,
dada una raiz, su compleja conjugada no es necesariamente otra raiz.[Sol. (z —4)(z 4 2i)(z — 1 — 1)
v (z—i)(z+2i)(z — 1 —i)(z+ 2 — 30)]

3.19 Sea C la circunferencia unidad z = ¢ y k una constante real. Calcular que

kz
e
dz,
c <

es independiente de k, vale 27¢ y deduzca a partir de ello la férmula

/ dfek <5 cos(ksin ) = 7.
Jo

3.20 Si f(z) es analitica en el interior y sobre un contorno cerrado y orientado C, tal que el punto
zop no esta sobre C, demostrar que se cumple que

ACH N
C

c ?— 20 2_20)2

3.21 Si f(z) es analitica en el interior y sobre una curva C, probar que:

f@) 1

n! 27

1

T o

a) f'(a) /027T e U f(a+e?)dh, b) /027T e " f(a + €'%)do,

siendo a un punto perteneciente a la regién R encerrada por la curva C.

3.22 Demostrar que el teorema de Green se puede generalizar en la forma:

OF
Fz,Zdz:Qi//fdA,
]fc< ) [

donde dA representa el elemento de area dzdy.

3.23 Sean P(z,z) y Q(z, Z) funciones continuas con derivadas parciales continuas en una region R
y en su contorno C. Entonces, probar que

_ N oOP 0Q
+ - 9C_ %) ga.
]iP(z,z)dz Q(z,2)dz 22// (32 82) d

3.24 A partir de la férmula integral de Cauchy se pueden obtener las formulas integrales de Poisson
sobre un circulo, que expresan el valor de una funcion arménica de dos variables u(r, #) en términos
de los valores que dicha funcién toma sobre la circunferencia exterior. Demostrar que

1 2 (R? — r?)u(R, ¢)

u(r,0) = 27 Jo  R2—2Rrcos(6 — ) +r2 a0,

siendo R el radio de la circunferencia, ¢ el angulo que define cada uno de sus puntos y (r,0) las
coordenadas polares de un punto de su interior. Verificar que u(r, #) es en efecto una funcién armoénica.
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3.25 Siendo los parametros m y a reales y positivos, calcular la integral
oo
/ 51n2(mx) i
0 @+ a)
[Examen Junio 2002]

722

3.26 Aplicar el teorema de Cauchy-Goursat a la funcion f(z) = e
0 <y <1y calcular la integral

en el dominio |z| < R,

/ e~ cos (2z)dx
0
Para este problema es ttil recordar que fj;o e dr = /7. [Sol. \/7/2e.] [Examen Septiembre 2002]

3.27 Resolver las siguientes preguntas:
(a) Sea f(z) una funcion analitica en |z| < R, con R > 1. Calcular

7{2._1 (z+z+i> e g,

en términos de f y de sus derivadas.
(b) Encontrar todas las soluciones de 1% = 2i.
(c) Calcular el anillo de convergencia de la serie

n=1

[Examen Septiembre 2003]
3.28 Calcular la integral
/ 22 +1
— - dz
0 x* + 1
[Sol. 7/+/2.] [Examen Septiembre 2003]

3.29 Calcular o o
/ de, aceR, 0<|al<1.
o 1+ a?

alnz

Como z% = e siendo a un numero no entero, es una funcién multivaluada, cuyo punto de
ramificacion es el z = 0, suponer un circuito que no contenga al semieje real positivo.
[Sol. 7/2 cos(ar/2)| |[Examen Junio 2005]

3.30 Determinar el valor de la integral definida en el plano complejo

2
z
/_2 (22 +1)2 o
a lo largo de los siguientes caminos:
1) A lo largo de la recta sobre el eje real = que une los puntos 1 = =2y z2 = 2.
2) A lo largo del semicirculo de radio 2 y centro el origen que une ambos puntos por la parte inferior
del plano complejo en que Im z < 0.
3) Calcular los residuos del integrando en sus polos.
4) Desarrollar el integrando en serie de Laurent alrededor del punto zp = 4. ;Cuél es el radio de
convergencia de esta serie?
[Examen Parcial Abril 2006]

3.31 Calcular la - .
0o T2+

[Examen Junio 2007]
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3.32 Sabiendo que f(z) es una funcién analitica en la region |z| < 10 y que f(0) = 1, f/(0) = 2,
f(2) =3y f'(2) =4, determinar el valor de la integral

f ey e

[Examen Septiembre 2007]
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CAPITULO 3. INTEGRACION EN EL PLANO COMPLEJO



Capitulo 4

Series de potencias

Serie de Taylor
Como una funcién analitica f(z) en un punto zy admite infinitas derivadas en ese punto, entonces
se puede desarrollar en serie de Taylor:

2 pn)
EED AV

donde la serie converge dentro de un circulo con centro en zy y de radio, en general, la distancia de
2o hasta la singularidad de f(z) mas proxima. Los valores de las sucesivas derivadas en zg se pueden
calcular directamente o bien mediante la féormula integral de Cauchy:

(n) _ L‘ f(z)
7 (z0) = o ]{C 7(2 SRS dz.

Serie de Laurent

Si el punto zp fuera un punto singular de la funcién f(z), que es analitica sobre el contorno y en el
interior de un anillo comprendido entre los circulos C7 y C3 con centro en zy, entonces admite un
desarrollo en la forma

o
n A_n a_ a_
f(z)zZan(z—zo) =+ +et 2+ L taptai(z—z0)Fa(z—z20)2+- -

(z — z)™ (z—20)2 z—29

que es convergente para todo punto z perteneciente al anillo entre Cy y Cs, y donde los coeficientes
se calculan mediante
1 f(Z)

n=-—¢ ————d, =0,+1,42,...
“ 2mi Jo, (2 — zo)"HL : (n )

A la parte > ° que contiene las potencias positivas de (z — z), se le denomina la parte analitica
de f(z) y a la que contiene las potencias negativas (las potencias de 1/(z — zg)) se le denomina la
parte principal del desarrollo en serie de Laurent de la funcién f(z). La diferencia con la serie de
Taylor es que en aquel caso solamente tenemos los coeficientes a,, con n > 0 y que ademas coinciden
con el valor de las derivadas a, = £ (z0)/n!, cosa que en el desarrollo Laurent dichas derivadas no
existen porque pudiera ser zg un punto singular, pero el calculo de los coeficientes a,, se puede hacer
mediante una integral definida a lo largo de un circuito que rodee a la singularidad.

Para calcular los coeficientes a,, con n positivo, el circuito de integracion es el exterior Co, en tanto
que los a,, con n negativo el circuito es el interior C7, ambos recorridos en sentido positivo. Conviene
observar que una vez fijados los circuitos C7 y Cs que limitan la region anular, los coeficientes a,,
son fijos e independientes del punto z en el que se pretende evaluar la serie.

Progresién geométrica: S, =a; + a7 +a1r® + - ar" t=a (1 —-r")/(1 —7).
Singularidades

Si la parte principal del desarrollo en serie de Laurent de una funciéon f(z), alrededor de un punto
20, contiene infinitos términos, se dice que f(z) tiene en zy una singularidad esencial.

27
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Si la parte principal tiene un nimero finito de términos

a—1 a—2 a—n

z—2  (z—20)2  (z2—z2)"

entonces se dice que zp es un polo de orden n de f(z). Si n = 1, entonces se dice que el polo es
simple.

Si la funcion uniforme f(z), no esta definida en zg, pero existe el lim,_.,, f(z), se dice que zj es
una singularidad evitable (o eliminable), pues nos permite definir f(zg) = lim,_,,, f(2).

Para el analisis de la singularidad de una funcién f(z) en el infinito, se hace el cambio de variable
w = 1/z y se analiza el desarrollo en serie de Laurent de la funcion F(w) = f(1/w), alrededor de
w = 0. La correspondiente singularidad se dice que es la singularidad de f(z) en el infinito.

Se dice que un punto zp es un punto de ramificacién de una funcién multivaluada f(z) si se
salta entre las distintas ramas de f(z) cada vez que z recorre un camino que rodea a zg.
Criterios de convergencia de series: Una condicién necesaria para la convergencia de una serie
> 2, es que lim,, .o |2,| = 0. La serie funcional Y _'_° a,, fn(2) es absolutamente convergente para
aquellos valores de z tal que

L G S e
an,—lfn—l(z) noee

y divergente si el correspondiente limite es > 1.

lim

n—oo

Teorema Si una serie de nimeros complejos > z, es absolutamente convergente (es decir converge
la > |z,|), entonces la serie es convergente.

Teorema Si una serie de potencias > a,z" converge para z = z1, entonces es absolutamente con-
vergente para todo z tal que |z| < |z1].

Teorema Una serie de potencias > a,z"™ = S(z) representa a una funcién analitica S(z) en todo
punto z del interior de su circulo de convergencia.

Teorema Una serie de potencias S(z) = > a,2™ puede derivarse término a término en todo punto
interior de su circulo de convergencia. Esto es S'(z) = 3" na,z""1.

Teorema Si la serie > a,(z — 20)" converge hacia f(z) en todos los puntos interiores a cierta

circunferencia |z — zg| = Ry, entonces esa serie es el desarrollo en serie de Taylor de la funcion f(z)
en potencias de z — 2.

Teorema La serie de potencias que define a la funcién analitica f(z) para valores de z dentro del
circulo de convergencia, es uniformemente convergente para todos los puntos interiores de su circulo
de convergencia.

Teorema Toda serie de potencias de f(z) puede derivarse término a término y define la serie de
potencias de la funcién derivada f’(z) para puntos z interiores de su region de convergencia.

Este teorema se extiende tanto a las series de potencias positivas (parte analitica) como negativas
(parte principal).
Teorema Si dos series de potencias Y a,z" = f(2) y D bmz™ = g(z) convergen respectivamente a
las funciones analiticas f(z) y g(z) dentro de sus circulos de convergencia, la serie formada por las
sumas de ambas

(Z anzn) + (Z bmzm) =ag+bo + (ay +b1)z+ (ag +bo)2% + - -

converge hacia la funcion f(z) + g(z) para aquellos puntos z interiores a ambos circulos de conver-
gencia.

Teorema Si dos series de potencias Y a,2" = f(2) y D bmz™ = g(z) convergen respectivamente a
las funciones analiticas f(z) y g(z) dentro de sus circulos de convergencia, la serie formada por los
productos de ambas

(Z anz"> (Z bmzm) = apbo + (aghy + a1bo)z + (agbs + arby + agbg)z® + - -

converge hacia la funcion f(z)g(z) para aquellos puntos z interiores a ambos circulos de convergencia.
Teorema: Ceros de las funciones analiticas. A menos que f sea idénticamente nula, si es analitica
en un punto zop, existe un entorno de 2y en el cual la funcién no se anula, excepto posiblemente en el
propio punto. Por lo tanto, los ceros de una funcién analitica son puntos aislados.
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Problemas

4.1 Encontrar el radio de convergencia de las series
n 1 2n 1

Z n—l ’

n=1

(oo}
E nlz".
n=1

4.2 FEncontrar la serie de Laurent de las siguientes funciones y a partir del punto 2y que se indica,
determinando su radio de convergencia

e?* .
a) m7 A 1, b) (Z — 3) S111 m7 zZo = —2.
z—sinz z
—_— = 0 d —_— = —2.
C) 23 ) 20 ) ) (Z+1)(Z+2)’ 20

4.3 Encontrar los conjuntos de puntos z en los cuales las siguientes series de Laurent son conver-
gentes.

a) _Z 2—‘n|2n7 b) _Z 3n + o) C) _Z 2—n2 (Z + I)n’ d) _Z 71227117
n=-—oo - n=-—o0 n=-—o0o
e) i (2—71,3 + 1) -1 (Z _ a)Qn7 f) i 2"2:”, g) i 2—71,2 Zn3

4.4 Desarrollar la funcién 1/(z — 3) en una serie de potencias de z que sea convergente: a) para
|z| <3y b) para |z| > 3.

4.5 Demostrar que el punto z = a es una singularidad evitable de las funciones que se indican:

22 -1 sin z z
a) ﬁa(afl)v b) P ’(Q*O)’ C) tanz’( *0)7
1—cosz 1 1 22 -1
d) T(a:()); ) ezfl_sin/(azo); b m,(a:oo).

4.6 Demostrar que el punto z = a es un polo de las funciones que se citan, indicando el orden del
polo.

1 1 (a=i): © 2 +1
- —— . (a=1); ¢) ——
z (22 +1)2 z+1

z z
:O' —
(a=0): o — .

, (@ = 00);

d) (a =mi); f) tanmz,(a=+£1/2,£3/2,...).

1 —cosz

4.7 Demostrar que el punto z = a es una singularidad esencial de las funciones que se indican:

a) e, (a=00); b) e *,(a=00); ¢ sin%,(azO);

d) zzcosz(a:O); e) €% (a=m/2); f) sine®, (a= 00).
z

4.8 Sea la funcion de variable compleja

et
(a) Decir si el punto zp = 1 es un polo simple, un polo esencial o una singularidad evitable de esa
funcioén.
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(b) Desarrollar en serie de potencias de z, alrededor del punto zp = 0 y en la regién 1 < |z| < oo la

funcion
eZ

z(1 —2)
(¢c) Escribir explicitamente los coeficientes del anterior desarrollo que afectan a las potencias 2™ para
n=-2,-1,0,1,2.
[Parcial Abril 2003]

4.9 Desarrollar en serie de Laurent segin potencias de z —a en la corona D, las siguientes funciones.
Se indica entre paréntesis el punto a y la corona D dentro de la cual la serie sea convergente.

1
L —1,D:1<|2-1<2),
D g (@ o= 1] <2)
1
b — =1,D:1 —1 2
) (22_9)227 (a ’ <|Z |< )a
C) 2274;7 (a:i7 —iED),
2?2 -1 )
d) 227—"_1, (a:1, QZED),
2z
—_ =1, -1€D
e) 5 5 (@=1 -1eD)
1 3
) ey @0 3eD)
4.10 Sea L
f(z) =

(1+z>'
cos
1—=2

(a) Determinar todos sus puntos singulares y clasificarlos.
(b) Encontrar la parte principal del desarrollo de Laurent en la region 0 < |z — (m+2)/(m —2)| < R
[Examen Junio 2007]

4.11 a) Demostrar que para todo complejo p, la funcion (1 4 z)P admite el siguiente desarrollo en
serie de potencias alrededor del punto zg = 0:
-1 —1)-(p—n+1)

(1+z)p=1+%z+p7(p2, o2y 2=l nEp ntl)

;Cual es el radio de convergencia de esta serie?

b) §Como sera el desarrollo en serie de esta funcion alrededor del punto zg = 0 pero que sea conver-
gente para |z| > 17

c) Aplicar los resultados anteriores para encontrar sendas series convergentes en potencias de z al-

rededor de zp = 0 de la funcién (2i + z)~'/2, indicando sus regiones de convergencia. [Parcial Abril
2002]
4.12 Dada la funcion compleja
3
z
(z4+1)(z—2)’

se pide:

(a) Encontrar los residuos en sus polos y en el punto del infinito.

(b) Encontrar el desarrollo en serie de Laurent en potencias de (z+ 1), convergente en el dominio
0<|z+1] <3

(¢) Encontrar el desarrollo en serie de Laurent en potencias de (z+ 1), convergente en el dominio
|z 4+ 1| > 3.

(d) Desarrollar en serie de potencias de z alrededor del punto del infinito.

[Parcial Abril 2004]
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4.13 Obtener el desarrollo en serie de la funcién 1/(1 — z) alrededor del punto zp = 0. Demostrar
que los desarrollos en serie de sus derivadas se escriben como

1 _ - n—1 1 _ - n(n_]') n—2 1 _ - n n—k+1
(1_2)2_;”2 ’ (1_z)3_n§::2 2 - (1—z)k_n§::kkz

obtenidos sin mas que derivar término a término la serie de la funcién dada. ;En qué dominio son
convergentes estas ultimas?

4.14 Desarrollar en serie la funcién 1/z alrededor del punto zg = 1. Obtener el desarrollo en potencias
de z — 1 de las funciones 1/22 y 1/2% indicando la regién de convergencia.

4.15 Encontrar la parte principal de la serie de Laurent para las siguientes funciones, en el entorno
del punto 2y que se indica:

z

a) m, (ZO = 72)
z—1
b) 2 (20 =0).
sin” z
eiz )
C) m, (ZO = Zb, b > O)
(22 + 1)2
d) 2ip2 (20 = 00).

[Sol.(a) —2/(z+2)2 +1/(2+2); (b) —1/22 4+ 1/2; (c) —ie~%/2b(z —ib); (d) 22. |

4.16 Calcular los desarrollos de Laurent de f(z) = 1/2z(2% —1) en los anillos 0 < |z — 1| < 1y
1 < |z — 1] < 2. [Examen Junio 2002]

4.17 Resolver las siguientes preguntas:

1. Calcular el desarrollo en serie de potencias centrada en z = 1 de la funcion log (1 4 z) y hallar
su radio de convergencia.

2. Determinar el dominio de analiticidad y clasificar todas las singularidades de la funcién

z2—1)(z —2)3
1) = : sin:)s((wz) ) ’
Calcular el residuo en z = 2.
3. Hallar el desarrollo de Laurent de f(z) =1/(22 —1)?2en 0 < |z — 1] < 2.
[Examen Septiembre 2002]

4.18 Clasificar las singularidades aisladas de

z =2 2w

f2) = +

ez —1 z

asi como el valor del limite de f(z) en sus singularidades evitables y el residuo donde proceda.
[Examen Junio 2003]

4.19 Sea (1
f(z) = %, m € N.

Analizar el tipo de singularidad en zo = 0 y calcular el residuo de f(z) en ese punto para cada valor
de m.

[Examen Septiembre 2003]
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4.20 (a) Determina y clasifica las posibles singularidades de f(z) = 2= .

(b) Hallar la parte principal del desarrollo de Laurent de f en potencias de z en un anillo 0 < |z| < R.
;,Cudl es el valor de R?.
|z|=1 |z|=5

(c) Calcular
[Examen Junio 2004]
4.21 (a) Encontrar la parte principal del desarrollo en serie de Laurent de la funcién

e’ +1
f(Z) - er — 17
alrededor de los puntos 21 = 27t y 29 = —4mi.
(b) {Cual sera el radio de convergencia de la correspondiente serie en el caso (zo = —47i)?

(c) Calcular los dos primeros términos no nulos de la parte analitica de su desarrollo en serie de
Laurent alrededor del punto z3 = 0.
(d) Clasificar las singularidades de f(z).;Es el punto del infinito un punto singular?

[Examen Junio 2006]

4.22 (a)Desarrollar en potencias de z, alrededor del punto del infinito, la funcion
sinh (1 — %)
(z—1)228
(b) ;Cuanto vale el residuo de la funcion en el infinito?
(c) Determinar las singularidades de la funcion indicando si se trata de polos de orden finito, polos

esenciales o singularidades evitables. En el caso de polos de orden finito, determinar su orden. En
todos los casos calcular los residuos en los polos. [Parcial Abril 2007]



Capitulo 5

Residuos

Residuo: Se denomina Residuo de una funcién en un punto 2o, y lo representamos por Resf(2o),
a la magnitud
1
Res,— z) = lim — ‘(z)dz = Res f(z
e fO = Jims g G (2o,
donde R > 0 es tan pequenio como queramos. El cilculo del residuo en un punto involucra el calculo
de una integral a lo largo de un circuito cerrado que rodea al punto seguida de un limite R — 0.

Si el punto 2 es un punto regular de f(z) su residuo en 2y es nulo. Para el calculo del residuo de
una funcién en el punto del infinito se define mediante:

R—oo 271

1
Res =— lim — dz.
es f(c0) ]{Z_Rf(@ .

Teorema de los Residuos

Si una funcion f(z), analitica en una region R salvo tal vez en un conjunto finito de puntos singulares
zi, 1 =1,...,k, entonces si C es un circuito cerrado contenido en R y que encierra a los anteriores
k puntos singulares, se tiene que

k

]{Cf(z)dz =27i » (Resf(z)).

i=1
Si el punto 2y es un polo simple, entonces

Resf(z0) = lim (z — 29) f(2).

zZ—20
Si el punto zg es un polo de orden n, entonces

n—1
Resf(z0) = ! lim d ((z—20)"f(2)).

(n—1)! 2=z dzn—1

Corolario Si consideramos funciones analiticas que solamente poseen puntos singulares aislados,
entonces la suma de los residuos en todos sus puntos, incluido el infinito, vale 0.

Corolario Si una funcién es desarrollable en serie de Laurent alrededor de un punto singular aislado
20, entonces el coeficiente a_; de su desarrollo en serie de Laurent, es el residuo de f(z) en zo.

El residuo en el punto del infinito, tanto si este punto es singular como si no lo es, coincide con el
coeficiente cambiado de signo —a_; del desarrollo en potencias de z alrededor del punto del infinito.
Puede resultar que aunque el punto del infinito sea un punto regular de f(z), su residuo sea diferente
de cero.
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Problemas

5.1 Para cada una de las siguientes funciones, determinense los polos y los residuos en los polos:

2z+1 z+1 sin z 1
a) P — b) (z—l)’ c) 2 d) s e) cotz;

5.2 Evaluar

7{ e~/ sinh(1/z)dz
c

donde C es la circunferencia |z| = 1.

5.3 Demostrar, pasando al campo complejo, las siguientes integrales:

o0 : o0 o0 1
/ Smxdxzﬁ, / sinxQd;vz/ costd;v:\/?,
0 x 2 0 0 2V 2

5.4 Calcular la integral
j{ sin z d
P C [P

donde C es:
a) El circuito cerrado |z — 1] = 1.
b) El circuito cerrado |z| = 2.
[Sol. [r(i — 1)sin1]/2 y mi(sin 1 — sinh 1).][Parcial Abril 2004]

5.5 Calcular ) B
sin z il e
ZT, b) Reszzooe / , C) Reszzlm,

T 1
d) ResZ:OOzQSm;, e) Res,—ooz™e™?, f) Res,_jze1.

[Sol. (a) —1; (b) —i; (c) €; (d) 7°/6; () —a"™/(n+1)}; (£) 3/2]

5.6 Encontrar los residuos de las funciones que se indican en todos sus puntos singulares finitos

a) Res,—w

1 22 1
- p) = -
2) z+ 23 ) 14 247 ) (22 +1)37
sin7z 1 1

d) (z—1)3" ¢) sin 22’ b e 41

5.7 Encontrar los residuos de las funciones que se indican en todos sus puntos singulares y en el
infinito:

1 1+ 2% 1+22"
a) 26(272)’ ) ZG(Z+2), C) Zn(27a)7 a# , y 4y
) 1 CoS 2 sin z
d) sin zsin —, e) Z+02 f) (224 1)

5.8 Calcular las siguientes integrales a lo largo del contorno C' de la region D que se indica:

a) /L (D:|z—1| < 1),

1+ 2%
b) /cz—l 22T (D:|z—1-1i] <2),
o) /c ;ilf (D : 22/ 4 2/ <22/3)
d) /C YR (D:2<|z| <4),

e) / 1/3Zdz (D : |2| > 4).
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5.9 Probar que la integral en variables reales

(Sugerencia: Tomar como circuito dos semicirculos centrados en el origen, de radios € — 0y R — o0,
unidos a lo largo de los dos tramos del eje OX.)

5.10 Verificar que la integral

/2“ o  2r > b
o a+bsing /a2 —p2’ “ '

5.11 Verificar que la integral
27 .
/ cos 30 40 — K .
o D—4cos 12
5.12 Dada la siguiente funcién de la variable compleja z,

1

1@ = a a0

determinar:

a) la integral [ f(z)dz a lo largo de la recta que va desde el punto A4, z; = —2 hasta el punto D,
zZ9 = 0.

b) la integral [ f(z)dz entre los dos mismos puntos, pero ahora a lo largo del camino ABC'D indicado
en la figura.

¢) Determinar los polos de f(z) y los residuos en los mismos.

d) Calcular los polos de su funcién derivada f/(z) y los residuos en los mismos.

e¢) Encontrar el desarrollo en serie de Laurent de la funcién f”(z) alrededor del punto zp = —1 + .
(Para qué valores de z es esta serie convergente? [Parcial Abril 2002]

B (-2,2) C

A (-2,0) D

5.13 Sea dada la elipse E de semiejes a y b, a > b, 2(6) = acosf + ibsinf, 0 < 6 < 7. Si la
desplazamos un valor zg = ¢, obtenemos zg(f) = acosf — ¢ +ibsind, 0 < § < . Demostrar que las

integrales
2
a — ccosf 2m
I = df = —H(a —c),
! /0 a? + c? — 2accos 6 a (a=c)

27
a— ccosf 27
I = d0 = —H(a —c),
2 /0 2 4 a2 cos? 0 — 2accos b + b2 sin® 0 b ( )
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siendo H (z) la funcién escalén de Heaviside, es decir
H(z)=0, <0, H(@x)=1, z>1.

Demostrar asimismo que

d
Im —Z:bb:%’H(a—c).
E <

5.14 Calcular el valor de la integral

/%de a> bl
o a-+bcosh’ '

Aplicar el resultado anterior para calcular

/QW do
o (5—3cosh)?

[Sol. 2w /v/a? — b? y 57 /32.] [Parcial Abril 2002]

/°° xsinazd
— —dx
oo TH44

[Sol. me~*sina/2.] [Examen Junio 2003]

5.15 Sabiendo que a > 0, calcular

5.16 Calcular la integral

> dz
I:A m7 a>0.

[Sol. 357/256a°] [Examen Septiembre 2004]

+o0 ;
I:/ sinz
o x(xb+1)
T 2 1
L IT==(1--"<cos(V3/2)— —
So 2( 3\/Ecos(\/§/) 3e>

5.17 Calcular

[Examen Junio 2004]

5.18 Encontrar el residuo en el punto zo de la funcién F(z) definida mediante

si:
(a) La funcion f(z) es regular en zp, pero el punto zg es un cero de orden n de la funciéon f(z).
(b) El punto zp es un polo de orden m de la funcion f(z).
(c) Aplicar los resultados anteriores a la funcién F(z) construida a partir de f1(z) = (z — 1+ 2i)3 en
el punto z; = 1 — 2i y a partir de la funcién f>(z) = 1/(z —i)* an el punto 2z, = i.
[Examen Junio 2005]

5.19 Resolver la siguiente integral definida:

/ Feo dx
Jooo (22 +4x+5)2
5.20 Calcula la siguiente integral impropia, siendoa >0y b > 0

0 (12 12 a
/ (z? — b%) sin az
o (B2+0%)z

[Sol. —7/2 + me™]
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5.21 Sea
z

f(z) = (Z_81)4 + 2% sin (zil> .

Clasifica sus puntos singulares finitos e infinitos aislados y calcula la integral

j{ﬂ—z f(z)dz

[Examen Septiembre 2006]

5.22 Calcular la

47 ) .
/ (30159 40
o —H+4sin(0/2)

[Examen Septiembre 2006]

5.23 Calcular las integrales

27 27
/ cos? 0d0, / sin® 0d6,
0 0

utilizando técnicas de variable compleja.[Parcial Abril 2007]

/QW de
o 2—sin%(0/2)

5.24 Calcular la

[Examen Septiembre 2007]
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Capitulo 6

Transformacion conforme

Cuando en un dominio R de variables z1, ..., z,, hacemos un cambio de variables a otras y1, - - ., Yn,
el elemento de volumen de ese espacio transforma:
Y1y -
dyidys - - - dy,, = Oy, Yn) deydzs - - - diy,
O(z1,...,%n)
siendo |0(y1,--.,Yn)/0(x1,...,2,)| el determinante de la matriz Jacobiana (el Jacobiano) de la

transformacion.
Toda funcion analitica puede ser considerada como una transformacion del plano (z,y) en el
plano (u,v). El Jacobiano de la transformacion es el determinante

a(uav) _ % %Z :@@,@@: @ 2+ % 2:|f/(LL‘ y)|2
A(x,y) % %Z Ox dy Oy ox Ox Oy ’

Por lo tanto la transformacion es invertible en aquellos puntos en los que el Jacobiano sea distinto
de cero, es decir f'(z) # 0. Los puntos en los que f/(z) = 0 reciben el nombre de puntos criticos de
la transformacién.

Transformacién conforme

Si wg = f(20) es el punto transformado del zp mediante la funcién analitica f(z), entonces un
elemento de arco en zg, Az se transforma en el elemento de arco Aw en wy. Se tiene que en el
limite Aw/Az = f'(z0), con lo que el arg Aw = arg Az + arg f'(20). Ademéas de cambiar de tamaio,
Aw aparece girado un angulo arg f/(zg) respecto de Az, por lo que dos curvas cualesquiera que
pasen por 2y tienen por curvas transformadas otras dos curvas que en wg forman el mismo dngulo.
Se dice que la transformacién conserva la forma local de la orientacién entre curvas, o que es una
transformacion Conforme. Como |Aw| = |Az||f/(20)], entonces el area de una figura pequeiia en z
queda reescalada en el factor |f’(20)|?, que es precisamente el Jacobiano de la transformacion en ese
punto.

Los paralelogramos infinitesimales en cada punto se transforman en paralelogramos infinitesima-
les con su area reescalada en el factor |f/(z9)|? y girados un &ngulo que es arg f'(zg). Las figuras
geométricas finitas no conservaran en general su forma, ya que tanto el factor de escala como el giro
son funciones del punto 2y, por lo que en general la forma global de una figura transformada no tiene
por qué ser idéntica a la figura primitiva.

Sistemas de curvas ortogonales
Siw=wu+iv = f(z) = f(z + ty) resulta que las curvas u(z,y) =cte. y las curvas v(z,y) =cte.
forman un sistema de curvas ortogonales dos a dos en aquellos puntos en los que f’(z) # 0.

Transformacién de funciones armoénicas

Si H(z,y) es una funcion armonica de las variables x e y y tenemos una funcion analitica z =
g(w) = g(u + iv) que nos produce las funciones z(u,v) e y(u,v), entonces la funcién de las variables
uy v, L(u,v) = H(z(u,v),y(u,v)) es una funciéon armonica de estas nuevas variables.

Ademaés las curvas H(z,y) = C, son transformadas en las curvas L(u,v) = C, mediante la
transformacion analitica z = f(w) en los puntos en que f'(w) # 0.
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Problemas

6.1 Verificar que el elemento de area en el plano en coordenadas cartesianas dxdy se escribe en
coordenadas polares como rdrdf, siendo r el Jacobiano de la transformacion de coordenadas.

6.2 Se denomina transformacién homografica, también llamada a veces transformacién bili-
neal o lineal fraccionaria a la

az+ 3

w=T(z) = popy ad — B #0.

Demostrar que si no se cumple la condicion ad — v38 # 0, entonces la transformacion no es una
transformaciéon conforme.

6.3 Demostrar que la transformacion homografica inversa es la
_ ow—p
N —Yw + «

con lo que el conjunto de transformaciones homograficas forma un grupo que es homomorfo al grupo
de matrices complejas 2 X 2 de determinante unidad, SL(2,C).

6.4 Demostrar que la transformacion homografica se puede considerar como la combinacién de las
siguientes transformaciones: Traslacién, rotacién, homotecia y de una inversiéon. Caracterizar cémo
deben ser los parametros «, 3,7 v § para cada una de estas operaciones.

6.5 Demostrar que una transformacién homografica transforma circulos del plano z en circulos o
rectas del plano w. Asimismo, demostrar que la imagen de una recta es otra recta o un circulo.

6.6 Demostrar que cualquier transformacion homografica w(z) verifica la ecuacion diferencial 2w’w” =
3(w//)2

6.7 Encontrar para las siguientes transformaciones las imagenes de los dominios que se indican:

1
(a) w= izi_kl, el disco |z| <1, (b)w= c T el sector 0 < argz < /4,
z— -

(c)w= Zl, la banda 0 <z < 1.

6.8 Encontrar los puntos fijos (o invariantes) de la transformacion

_2z—5
T 244

[Sol. z = —1 £ 2i]
6.9 Encontrar los puntos simétricos (o inversos) del punto 3 + 4 con respecto a los circulos
(@) lz[ =1, () [z=1]=1, (¢)|z—i[=2

6.10 Demostrar que la transformaciéon homografica tiene las propiedades siguientes:
(a) Posee al menos un punto fijo (a distancia finita o en el infinito);
(b) Posee como méximo dos puntos fijos (a distancia finita o en el infinito).

6.11 Demostrar que una transformacion homografica T(z) que tiene un tnico punto fijo a, verifica

la ecuacion: ) )
= A
T(z)—a z-—a +4

si a es finito, o bien T'(z) = 2z + A si a = 00 y donde A es un ntimero complejo constante.
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6.12 Demostrar que una transformacion homografica T'(z) que tiene dos puntos fijos finitos a y b

con a # b, verifica la ecuacion:
T(z)—a z—a

T(z)—=b  z—b’

donde k es un nimero complejo constante distinto de 1.

6.13 Demostrar que si z1, 22 ¥y 23 son tres puntos distintos finitos y wy, we y ws otros tres puntos
distintos y finitos, existe una unica transformacion homografica que los relaciona mediante w; = f(z;)
v que esta funcion se puede obtener mediante

w — w1 w3 — W1 zZ— 2z zZ3 — 21
w — W2 w3 — W2 zZ — Z9 Z3 — 29 '

., Como es la transformacion si alguno de los z; y/o de los w; es el punto del infinito?

6.14 Encontrar la transformacién homogréfica que lleva los puntos —1, ¢ y 1 4+ ¢ a los puntos
(a) 0,1,00, (b)1,00,0, (c)2,3,4.
6.15 Encontrar la transformacién homografica que lleva los puntos 0, 1 + 4 y 2¢ a los puntos
(a) 4,24 24,0, (b)0,2+2i,4, (c) 0,00, 2i.

Encontrar la imagen del disco |z — i| < 1 por las aplicaciones a que dichas transformaciones dan
lugar.
Asimismo las transformaciones que nos llevan los puntos i, 00, —i a los puntos

(d)2,1+14,0, (e)0,1,00, (f) —2,2¢,2,
y encontrar la imagen del semiplano Re z > 0 mediante la correspondiente transformacién.

[Sol. (a) w=2iz+4, |[w—2| <2,(b) w=2zi/(iz+ 1), lw—2]>2, (c)w=(i—1)z/(z—1—1),
Rew > 0.]

6.16 Supongamos que la funcion w = f(z) posee por desarrollo en serie de Taylor alrededor del
punto a:

/ F(a)
w= () = F@) + @)= a) 4t I e
Demostrar que si las derivadas f¥) = 0 para k = 1,...,n — 1 pero f(™ # 0, entonces los angulos

que forman las tangentes a las curvas que pasan por el punto critico a en el plano z, se multiplican
por n para sus imégenes en el plano w.

6.17 Demostrar que si en el plano z tenemos una curva caracterizada por sus ecuaciones paramétricas
x=F(t), y=G(t), t € [t1,t2], entonces la transformacion al plano w dada por z = F(w) + iG(w),
transforma la curva dada en el segmento de eje real [t1,t2]. Aplicarlo al caso de la elipse centrada en
el origen y de semiejes a y b.

6.18 Demostrar que si H(x,y) es una funcion armonica y z = f(w), es decir « + iy = f(u + iv) es
una funcién analitica de w, el cambio de variables definido por z = z(u,v), y = y(u, v) es tal que la
funcion F(u,v) = H(z(u,v),y(u,v)) estambién una funciéon armonica en las variables u y v.
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Capitulo 7

Aplicaciones

Teorema de la aplicaciéon de Riemann Sea C una curva simplemente conexa que es el contorno
de una region R. Sea C’ la circunferencia unidad centrada en el origen, que es el contorno de la
region R’, llamada disco unidad. Entonces existe una aplicacion analitica 1 a 1 en R, w = f(2) que
aplica Ren R’y C en C'.

Esta funcién depende de tres constantes arbitrarias y aunque Riemann demuestra su existencia
no suministra ningin método para encontrarla.

Problema de Dirichlet en el circulo unidad Sea C' la circunferencia unidad centrada en el
origen, que encierra al disco unidad R. Una funcion F(r,0) que satisface la ecuacion de Laplace en
R y que toma unos valores determinados h(¢) = F(1, ¢) sobre C viene dada por

gy L [T (1 =r)h(e)ds
F(r.6) = %/0 1—2rcos(f — @) +1r2’

Problema de Dirichlet en el semiplano superior complejo Una funcién arménica F(z,y) en
el semiplano superior Im(z) > 0 y que toma unos valores determinados h(z) = F(x,0) sobre el eje

real viene dada por
1 [ yh(t)dt
F == I
($;y> W/_Ooy2+(x*t)2

La funcién Gama de Euler I'(z) es la generalizacion a variables continuas de la funcién factorial,
I'(n 4+ 1) = n! y se define como

I'(z) = / e 't*7tdt, (Re(z) > 0).
0
Para Re(z) < 0 se puede extender por prolongacién analitica. Posee polos simplesen z = 0, —1, -2, .. ..
La funcion Beta de Euler se define como
1
Br,s) = / FU L =1t (> 0,5 > 0),
0

Si r o s son enteros, estén relacionadas mediante

L(r)T'(s)

B(r,s) = Tots)

La funcion Zeta de Riemann ((z) se define para Re(z) > 1 como
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Se puede ver que
1 o] tz—l
&= 57 [ adt Rel)>0)

cuya tdnica singularidad es un polo simple en z = 1 y de residuo 1.

Problemas fisicos

Las ecuaciones del potencial electrostético V2V = —p/eq son tales que en los puntos del espacio
en los que la densidad de carga eléctrica se anule p = 0, el potencial satisface la ecuacion de Laplace.
En el caso de problemas bidimensionales se podra representar el potencial mediante la parte real
(o imaginaria) de una funcion analitica, de tal manera que la parte imaginaria (o real) representara
a las curvas que son ortogonales a las superficies equipotenciales, es decir a las lineas del campo
eléctrico. De esta manera una misma funcién analitica describe a la vez las superficies equipotenciales
y las lineas del campo. Los puntos en los que existan singularidades de la funcién analitica, estaran
relacionados con las fuentes del campo pues en ellos se deja de cumplir la ecuacién de Laplace.

Otros problemas fisicos interesantes pueden ser aquellos problemas bidimensionales en los que
existan fenémenos de transmisién de ondas, cuya ecuacion es de la forma

1 0*f(x,y,t)
V2 f(z,y,t) = 2 or

y en el caso estacionario, cuando las funciones no dependan explicitamente del tiempo pues entonces
la ecuacién anterior se reduce a la ecuacién de Laplace bidimensional. La funcién f puede ser des-
crita por la parte real (o imaginaria) de una funcién analitica. Pueden referirse a ondas de sonido
bidimensionales, ondas de temperatura (ondas de transmisién de calor), etc.

La mecéanica de fluidos satisface la ecuacion de continuidad

% +pV.-v =0,

siendo p la densidad del medio y v el campo de velocidad del fluido. Si suponemos el fluido incom-
presible, dp/dt = 0 y si ademas el régimen del mismo es irrotacional, rotv = 0, con lo que el campo
de velocidad se puede derivar de una funcién potencial, v = V®, resulta entonces que V2® = 0.
Ejemplos bidimensionales de mecénica de fluidos en régimen irrotacional quedaran descritos por la
parte real (o imaginaria) de una funcién analitica cuya parte imaginaria (o real) describira las lineas
del campo de velocidad, esto es, las lineas de corriente.
Corriente alterna

Cuando en un circuito circula una corriente alterna I(t) = Iy coswt, la diferencia de potencial
entre los diferentes elementos del circuito depende de su naturaleza. Si se trata de una resistencia
Ohmica R, la diferencia de potencial entre sus extremos es V(t) = I(t)R = IR coswt = V} cos wt,
con Vo = Iy R. Si es un condensador de capacidad C, entonces V (t) = (Iy/Cw) cos(wt—7/2), mientras
que si es un dispositivo con un coeficiente de autoinducién magnética L, V(t) = (IpLw) cos(wt+m/2).
Existe por lo tanto una relacién lineal entre la diferencia de potencial y la intensidad y a veces un
desfase temporal. Podemos representar tanto la intensidad I(t), la diferencia de potencial entre los
diferentes puntos V' (t), como los atributos de los diferentes dispositivos mediantes variables complejas,
de tal manera que la parte de la I(t) y de la V(t) que medimos sea su componente real. Asi, hacemos
la sustitucion:

I(t) = Ie®, R—R, C— Xc= C_—; L — X, =ilw, Rel(t)=I,coswt,

de tal manera que cada dispositivo tiene ahora una impedancia compleja Z que se obtiene de
las anteriores asignaciones mediante las reglas habituales de la teoria lineal de circuitos, en que
impedancias en serie se suman y para acoplamientos en paralelo, el inverso de la impedancia total es
la suma de los inversos de las correspondientes impedancias. El calculo de la diferencia de potencial
sigue las reglas de los dispositivos Ohmicos V(t) = I(t)Z. Por lo tanto la intensidad I(t) viene
caracterizada por un complejo de modulo Iy que rota con velocidad constante w y por lo tanto tiene
una fase wt, de tal manera que Re I(t) representa la intensidad real en este instante t. La impedancia
Z = R+1iX, es un complejo de moédulo v R? + X? y de fase a, tal que tan @ = X/R. Esto hace que

V(t)=1(t)Z = Iy\/R? + X2/@HH)  ReV(t) = Vycos(wt +a), Vo= Ip/R2+ X2.
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Problemas

7.1 Encontrar en el plano complejo y en coordenadas polares (r,0) una funcién arménica que sea
independiente de r. Buscar la solucién particular que sobre la recta real toma los valores u(x,0) = 1,
para z > 0 y u(x,0) = 0, para x < 0.

7.2 Aplicando la resolucién del problema de Dirichlet en el semiplano superior, encontrar una funcién
armonica en esta region Im(z) > 0 y que sobre la recta real toma, los valores u(x,0) = 1, para x > 0
v u(x,0) = 0, para x > 0.

7.3 Demostrar que si F'(x,y) es una funcién continua y derivable de las variables x,y, si hacemos
el cambio de variables del plano mediante una funcion analitica w = u + v = f(2) = f(x + iy),
entonces se tiene:

aQF(m,y) 82F(337y) _ / 2 82F(Jc(u,v),y(u, v)) 82F(m(u,v),y(u,v))
Ox? + o? £l ( Ou? + Ov? > '

y si F' es una funcién armonica en las variables x,y también lo es en las variables u, v si es que la
transformacion f(z) cumple f/(z) # 0, es decir es una transformacion conforme.

7.4 Como caso especial del problema de Dirichlet en el plano, obtener la siguiente expresion para
una funcién armonica acotada F(z,y) en el primer cuadrante

y [ 1 1
F == — h(t)dt 0,2 >0
@ =2 [ | - a0 >0z

y que satisface las condiciones de contorno F(0,y) = 0 para y > 0y F(z,40) = h(x), 2 > 0,
pudiendo ser h(z) una funcién continua a trozos.

7.5 Encontrar el potencial de un campo vectorial irrotacional que posee dos fuentes (un manantial
y un sumidero) en los puntos z = —a y z = a y de la misma intensidad. Determinar asimismo las
lineas del campo. (Nota: la divergencia del campo es nula salvo en los puntos +a que es de la misma
intensidad F27k.)|Sol. V(z) =log((z + a)/(z — a)).|

7.6 En un fluido bidimensional irrotacional, se denomina potencial complejo de velocidad a la
funcion compleja Q(z) = U + iV cuya parte real U es el potencial de velocidad, es decir v = VU y
su parte imaginaria V =cte. representa a las lineas de corriente. Si el contorno de un obstaculo C
es una de las lineas de corriente, demostrar que la fuerza que la corriente hace sobre un obstaculo
pequeno F' = F,i + F,j escrita como el complejo F' = F, + I, verifica:

. 2
F=F,—iF, =2 3 (d%(;)) dz,

siendo p la densidad constante del fluido. (Nota: El teorema de Bernoulli establece que a lo largo
de una linea de corriente la presiéon p, la velocidad v y la altura y verifican p + pv?/2 + pgy =cte.
Suponer que la variacion de pgy es despreciable para obstaculos pequenos.)

7.7 En el circuito de la figura, compuesto por una bobina de coeficiente de autoinducciéon L, un
condensador de capacidad C'y una resistencia Ohmica de valor R, se aplica una diferencia de potencial
V(t) = Vp coswt entre los puntos a y b. Se pide:

(a) Determinar la impedancia del circuito entre los puntos a y b.

(b) Determinar qué frecuencia w debe tener la tension aplicada para que el circuito no presente
ninguna impedancia.

(¢) {qué impedancia tendra dicho circuito si la tension aplicada es de frecuencia doble 2w?

(d) Determinar en este segundo caso la corriente que circula por la resistencia.

(e) jqué impedancia tendra dicho circuito si la tension aplicada es una tensiéon continua V5?7 §Qué
corriente circulara en este caso por las dos ramas?
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CAPITULO 7. APLICACIONES



Capitulo 8

Curvas en dos y tres dimensiones

Una curva en R3 se expresa en forma paramétrica como
r(t) = z1(t)er + x2(t)ex + w3(t)es = x(t)i + y(t)j + z(t)k,

siendo e; tres vectores unidad ortogonales y las funciones continuas x;(t) las coordenadas de cada
punto expresadas en términos del parametro arbitrario ¢. La curva se denomina regular si existe
vector tangente dr/dt = z' (t)e1 + x4 (t)ez + 25(t)es en cada punto. Los puntos en los que no exista
vector tangente se denominan singulares. Si alguna de las funciones z;(t), por ejemplo la x(t) es tal
que su derivada z’(t) # 0 para todo t, entonces podemos expresar t = t(z) y sustituir en las otras
dos y obtener las ecuaciones

y=/f(z), z=g(x)

que son las ecuaciones cartesianas de la curva. Otra manera de expresar la ecuacién de una curva,
cuando la sustitucién anterior no es tan evidente, puede ser de forma implicita, mediante dos
funciones

Fi(z,y,2) =0, Fy(z,y,2)=0,

que corresponde formalmente al corte de dos superficies de R3.
La longitud del arco de curva se calcula mediante

ds = \/da? + dy? + dz2 = /1 + ¢/ ()2 + 2/(x)2dz = /2 ()% + v/ ()% + 2/(¢)2dt,

Si la curva es regular entonces ds/dt # 0 y podemos usar como parametro la longitud del arco s.
Cuando la curva se expresa de forma paramétrica en términos de la longitud de arco s, se dice que
es la descripcion canénica de la curva. En este caso t(s) = dr(s)/ds = 7(s), es un vector unidad
tangente a la curva. Cuando usamos este parametro, las derivadas se representan mediante un punto
superpuesto, en vez de mediante una tilde. Su vector derivado serd ortogonal a él y lo definimos
mediante #(s) = x(s)n(s), con n(s) el vector unidad normal principal y donde la funcién x(s) se
denomina la curvatura de la curva en ese punto. A la funcién R(s) = 1/|k(s)] se le llama radio de
curvatura. A la direccién del espacio que define el vector n en ese punto, se le denomina direccion
normal principal a la curva.

Si en cada punto de la curva regular se define b(s) = t(s) x n(s), que resulta ser otro vector
unidad perpendicular a los dos anteriores, entonces en cada punto de la curva es posible definir un
sistema de tres vectores unidad ortogonales con la misma orientaciéon relativa que la de los ejes de
coordenadas. Se les denomina triedro mévil y los vectores reciben el nombre de vector unidad
tangente, normal y binormal, respectivamente.

La curvatura de una curva en un punto es el cambio por unidad de longitud del &ngulo que forma
la recta tangente con una direccién fija. Fn dos dimensiones, si llamamos 6 al angulo que forma el
vector tangente con el eje OX, resulta que
df y"(z) y" ()" (t) —y' (t)z" (1)

—, 6 =arctany’(z), = kK= =
ds v (1+y/(2)*)3/2 (@' () + 3/ ()%)3/2

R =

47
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Las ecuaciones fundamentales de la teoria de curvas son las ecuaciones dinadmicas del triedro
movil £(s), n(s), b(s), que se denominan ecuaciones de Frenet-Serret:

t(s) = w(s)n(s), mn(s) = —r(s)t(s) +7(s)b(s), b(s) = —7(s)n(s).

Admiten la representacion

t=wxt, Nn=wxn, b:wxb,
donde el vector w = 7t+ kb, llamado vector de Darboux, representa la velocidad angular instanténea
(con respecto al parametro s) expresada en el sistema de referencia del triedro instantaneo. Asi como
x mide el cambio de orientacion del vector tangente, la magnitud 7(s) que se denomina la torsién
de la curva, corresponde al cambio de orientacién por unidad de longitud, del vector binormal b.

‘ | |,r/ X ,r,l/‘ (,r/ X ,r,//) . ,r,///
Kl=——7—, T=

|,,,/‘3 ‘,,,/ % ,,,//|2

Ecuaciones intrinsecas de una curva

El conocimiento de la curvatura k(s) y de la torsion 7(s) determinan la curva salvo una rotacion
y una traslacion arbitrarias. Si el sistema de ecuaciones de Frenet-Serret es integrable, calculado el
vector t(s) = dr/ds e integrado de nuevo nos daré la ecuacion de la curva. En el caso de curvas planas
7(s) = 0, es siempre posible integrar la ecuacién intrinseca x(s) y obtener la ecuacion de la curva
r(s). En el caso tridimensional se puede llevar el sistema a una ecuacion de Ricatti. Una solucion de
la curva plana es integrar primero df/ds = k(s) y obtener 0(s) y asi usar como parametro el dangulo
que forma el vector tangente y de esta forma

1
r(6)

con ¢ un vector constante, que representa una traslacién. La rotacién arbitraria resulta de la constante
de integracion al obtener la expresion de 0(s).

r(0) = /t(9)ds = /(cos fe; + sin fes) %d& +c= /(cos fe; + sinfes) do + c,

Movimiento de una particula

Una particula que se mueve en el espacio describe una curva 7(t), cuya ecuacion esta escrita en
forma parameétrica, siendo el tiempo ¢ el parametro utilizado. De esta manera, definimos las siguientes
funciones:

a) vector de posicién, r(t),

b) velocidad, r'(t) = dr(t)/dt,

¢) aceleracién, r''(t) = d?r(t)/dt?,

Como asociado a cada punto de la curva existen tres vectores unidad (el triedro intrinseco) ¢, n
y b, en términos de los cuales podemos expresar los anteriores vectores asociados a la particula. Asi,
si llamamos v(t) = |r'(t)| = ds/dt al valor absoluto de la velocidad, resulta

roy dr o drds LN
La aceleracion
v . v v v(t)?
(1) = dit)t(t) + o)) = ¢ dgf)t(t) +o®)2r(n(t) = ¢ dgf)t(t) + 1&58) n(t).

La componente tangencial de la aceleracion ar = dv/dt y como el radio de curvatura R(t) = 1/k(t),
la. componente normal de la aceleracién vale ay = v?/R.

Curvas asociadas a otras curvas

Se denomina envolvente de una familia de curvas a una curva no perteneciente a la familia tal que
en cada uno de sus puntos es tangente a una curva de la familia. Sea (¢, \) la familia de curvas
tal que para cada valor de A se singulariza una curva de la familia. Si la familia viene dada de la
forma paramétrica anterior entonces la envolvente se calcula eliminando A\ entre la ecuacién dada
y la que se obtiene de anular el jacobiano 9(z,y)/d(t,\) = 0. Esto implica que es posible obtener
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para cada curva una relacion A = A(t), con lo que la envolvente es la curva e(t) = r(¢, A(t)). Si la
familia viene expresada en la forma F(x,y,A) = 0, entonces la envolvente se obtiene de eliminar
A entre esta ecuacion y la OF (z,y,\)/0X = 0, dado que la curva F(z,y,A) = 0 con X fijo, y la
F(z,y, \+AX) = 0 poseen en comun los puntos (x, y) por donde pasa la envolvente luego (F(z,y, A+
AN) — F(z,y,\))/AXN = 0.

Recibe el nombre de evoluta de una curva plana a la curva que definen sus centros de curvatura.
Si r(t) es la curva dada, su evoluta r*(t) = r(t) + R(t)n(t), siendo n(t) el vector normal de la
curva 7(t) y R(t) el correspondiente radio de curvatura en cada punto. Resulta que la evoluta es
también la curva envolvente de la familia de rectas normales a la curva dada, que recibe el nombre
de evolvente de su evoluta. Las curvas evolventes se construyen desenrollando un hilo inextensible
sobre la evoluta, de tal manera que variando la longitud del hilo tenemos distintas evolventes con
una misma evoluta.

La circunferencia tangente a la curva en un punto y que tiene la misma curvatura que ésta, recibe
el nombre de circunferencia osculatriz. Si el centro de curvatura es el punto de coordenadas
(c1,¢2), la ecuacion de esta circunferencia es (z — ¢1)? + (y — c2)? = R2, que al tener con la curva
dada en el punto = el mismo valor de la y(z), v'(z) y de la y”(z), es decir un contacto de tercer
grado, resulta que las coordenadas del centro de curvatura y del radio de curvatura, son

()2 ()2 "(2)%)3/2
_1;%))1},(@7 e = ya) + HY @ g (Y@ :%

a=s v (x) Y (x)

0 en paramétricas
(1) + 5 ) (1) @O +y () (@0 +y )
y" () (t) —y' ()" (t) y' (O (t) =y ()" (t)’ y" () (t) =y ()" (1)

La recta tangente a una curva dada r(t) en un punto ¢g, y parametriza por el parametro A, viene
dada por

1 =x(t) —

co = y(t) +

’I“*(/\,to) = ’I‘(t()) + )\t(t())

El plano osculador a una curva dada r(¢) en un punto t; es el que contiene a los vectores t y n,
contiene a la circunferencia osculatriz, es ortogonal a by si p = (X,Y, Z) es un punto cualquiera de
este plano, su ecuacién cartesiana vendra dada por

(p —7(to)) - b(to) = 0.

El plano normal a una curva dada r(t) en un punto ¢y es el que contiene a los vectores n y b, y
por lo tanto es ortogonal a t y si p es un punto cualquiera de este plano, su ecuacién vendra dada
por

(p —7(to)) - t(to) = 0.
El plano rectificante a una curva dada 7(t) en un punto ¢, es el que contiene a los vectores t y b,
y por lo tanto es ortogonal a n y si p es un punto cualquiera de este plano, su ecuacion vendra dada
por

(p —r(to)) - n(to) = 0.

Representacion candénica de una curva

Se trata de ver cémo se comporta una curva en las proximidades de un punto, es decir para
valores pequefios del parametro. Como el punto es arbitrario tomamos s = 0 y desarrollamos r(s)
alrededor de ese punto tomando como ejes coordenados e; = t, e; = n y e3 = b. Entonces,

82 33
r(s) =r(0) +7(0)s +#(0)5; + T (0) 57 -+,
que como #(s) = kn, 7 (s) = kn + kN = —K2t + m + KTb,

r(0) =0, 7(0)=e;, #(0)=r(0)ey, 7(0)= —52(0)61 + £(0)e2 + x(0)7(0)es,
es decir

z(s) =s— %/{(0)253 + 0(83), y(s) = %K(O)Sz + %/'{(0)53 + 0(53), z(s) = %I{(O)T(O)SS + 0(53).
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A orden mas bajo, la forma de una curva en el entorno de cualquier punto, tiene por ecuaciones
paramétricas
L L 3
T=38, Y=-KS, z=—-KTS,

2 6
por lo que para valores pequenos de s la proyecciéon de la curva sobre el plano osculador XY es la
pardbola y = k2% /2, sobre el plano rectificante X Z la ciibica z = k723 /6 y finalmente sobre el plano
normal Y7 es la cisoide, 22 — 27232 /9x = 0.
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Problemas

8.1 Demostrar que si u(t) y v(t) son funciones vectoriales de la variable real ¢, se cumple:

i('u, 'u)—d—u v4+u d—v

dt Cdt dt’

at Y T g VT
du _, dul _ 1do?

u-%—lu dt 2 dt’

8.2 Verificar que la cardioide z(6) = cosf(2cos0 + 1), y(#) =sinf(2cosf + 1), 0 < 0 < 27 es una
curva regular. ;Posee puntos miultiples? Calcular su curvatura.

8.3 Hallar la longitud de un arco de epicicloide como funcién del parametro 6 a lo largo de la
curva. Calcular su curvatura.

ro+ 1T

x(0) = (r0+7")0059—rcos( 9> . y(0) = (ro +7)sind — rsin (T0+T0> .
T

8.4 La asteroide z(0) = cos®(), y(f) = sin®(#), 0 < § < 27 jes una curva regular? Calcular su
curvatura.

8.5 ;De qué orden es el contacto en el punto (0, 1) entre la catenaria y = coshx y la circunferencia
2?2 4+ (y — 2)? = 1?7 Comparar esta circunferencia con su circunferencia osculatriz en ese punto.

8.6 Parametrizar la espiral logaritmica r(t) = (e’ cost)e; + (e’ sint)es en términos de la longitud
del arco.

8.7 Demostrar que si una curva plana viene dada en las formas (1) implicita F(x,y) = 0, (2) explicita
y = f(z), (3) paramétrica v = z(t), y = y(t), vy (4) en coordenadas polares r = r(6), la expresion de
la curvatura es, respectivamente:

" " 1
F;ca: me Fac

Fi. Fp, F ? oy
F/ F/ 0 f// x// y// ,r2 + 2,,,/2 _ 7,7,,1/
K= 12 y2 , K= sy, K= o —5ay, K= 5525 -
(F{ +Fg; )3/2 (1 +f/2)3/2 (m/Z +y/2)3/2 (7,2 +T’2)3/2

8.8 Calcular la ecuacion de la recta tangente, recta normal y circunferencia osculatriz a la elipse
r(0) = acosfe; + bsinfes en el punto 6 = /6.

8.9 Calcular la envolvente de un segmento mévil AB de longitud constante [ cuyos extremos se
apoyan en los ejes coordenados. [Sol. 223 23 = 12/3.]

8.10 Dada la espiral logaritmica en coordenadas polares r = ca’, ;qué condicion debe verificar el
pardametro a para que la evoluta coincida con la propia curva? [Sol. Ina = a™/ 2]

8.11 Calcular la evoluta de las siguientes curvas:
a) Parabola y? = 4pz,

b) Elipse 22 /a? + y*/b* = 1,

¢) Cicloide 7(0) = a(f —sinf)e; + a(1 — cosb)es.

8.12 Calcular la envolvente de la familia de circunferencias (z — 2a)? + y? = a?. [Sol. Las rectas

y==*a/V3]

8.13 Calcular la curvatura de la cisoide z(t) = t2, y(t) = 3, en cualquier punto. ;Posee puntos
singulares? [Sol. k = 6/t(4 + 9t2)3/2. El t = 0 es un punto singular.]

8.14 Hallar las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a la curva r(t) = (1 + t)e; —
t2e3 + (1 +t3)es, en t = 1. Determinar asimismo la curvatura y torsién en dicho punto.
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8.15 Encontrar la curvatura de la curva y = z* en el punto (0,0). [Sol. 0]

8.16 Demostrar que si tenemos dada la ecuacion de una curva 7(s) cuyo parametro es la longitud
del arco, y tal que (™) = d"r/ds", entonces se cumple:

0602 = 0, r2 . 002 = K2, D pB3) = —K2, r2 . p03) = K, r® e = gt 4 k202 4 52
8.17 Demostrar que si una curva no posee torsidn, entonces se trata de una curva plana.

8.18 Si por la notacion [a, b, €] queremos representar el valor de un determinante 3 x 3 cuyas filas
(o columnas) son las componentes de los 3 vectores a, b y ¢, entonces demostrar que k7 = [, #, 7.

8.19 Definir el triedro intrinseco a la curva r(t) = (3t — t3)e; + 3t%es + (3t + t%)es, asi como las
ecuaciones de Frenet-Serret del mismo.

8.20 Probar que las ecuaciones de Frenet-Serret se pueden escribir como
’ilewX’Ul, i)gsz’Ug, ’i)3=(.d><’l)3,

para un cierto vector w, llamado vector de Darboux, que representa la velocidad angular instanténea
del punto. Determinarlo.

8.21 Determinar la curva de ecuaciones intrinsecas k(s) = (1/2as)'/2, 7(s) =0, a > 0, s > 0.

8.22 Se define una hélice como aquella curva cuyo vector tangente forma un angulo constante con
una direccién fija del espacio. Demostrar que para toda hélice la relacion k/7 = constante.

8.23 Determinar que la curva de ecuaciones intrinsecas k(s) = (1/s), 7(s) =0, s > 0, es una espiral
logaritmica.

8.24 Demostrar que los vectores tangentes a la curva r(t) = ate; + bt?es + t3es, siendo 2b? = 3a,
forman un angulo constante con el vector a = e; + es.;Qué angulo?

8.25 Demostrar que las dos lineas siguientes
(a) 2% =3y, 2zy =92, (b) z =2t y=Int, z =13

son hélices. En el caso (b) probar que ademas la hélice esta sobre un cilindro cuyas generatrices son
paralelas a un vector de cosenos directores proporcionales a (0,1, 1).

8.26 ;Qué condiciones debe satisfacer la curva = = at, y = bt?, z = ct3, para que sea una hélice
generalizada?

8.27 Conocida la curvatura x(s) y la torsién 7(s) de una hélice de seccion circular, encontrar sus
ecuaciones paramétricas

8.28 Demostrar que si una curva de torsiéon 7 distinta de cero estd sobre una esfera de radio a

entonces se cumple
1\2 i\ 2
2 () -
K K2T

8.29 Como la torsién se obtiene a partir del producto (v' x r”) - "/, demostrar que una particula
puntual sin estructura, sometida a fuerzas centrales, sigue necesariamente una trayectoria de torsion
nula, es decir, una trayectoria plana. ;Coémo es la trayectoria si la fuerza depende también de la
velocidad? (Suponer un término de la forma h(r)v en la direccion de v y en otro caso otro término
perpendicular a v de la forma k(r) x v).

n

8.30 Encontrar la ecuacién diferencial més general que satisface una curva en el espacio tridimen-
sional.; Y en dos dimensiones? Encontrar las curvas planas de de curvatura constante, x # 0.
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8.31 Demostrar que si una curva en el espacio tridimensional viene expresada en forma paramétrica
x=ux(t), y =y(t), z = z(t), la expresion de la curvatura y de la torsion es

\/,,412,’,.//2 _ (’I"/ . 7"”)2 1
R = = —
r'[? p’

2

T = T /|6(7“’ x ')
r

8.32 Dada la curva en el espacio tridimensional
2
r(t) = coste; +sintes + 5 es,

se pide:

1) Determinar la ecuacion cartesiana de la curva.

2) Determinar los vectores unidad tangente, normal principal y binormal en cualquier punto de la
curva. ;Estan siempre definidos?

3) Calcular la curvatura y la torsién en cualquier punto. ;jDénde es la curvatura maxima? ;Doénde
se anula la torsion? ;Cuénto vale el radio de la circunferencia osculatriz en el punto en que se anula
la torsiéon?

4) Encontrar la ecuaciéon paramétrica y cartesiana de la recta tangente a la curva en el punto t = 7/2.
5) Expresar la ecuacion cartesiana de la familia de planos normales a la curva. [Examen Junio 2002]

8.33 Encontrar la curvatura de la elipse x(t) = acost, y(t) = bsint, para todo t € [0,27], y a # b.
Encontrar los puntos en los que la curvatura es maxima o minima. ; Cuanto vale la curvatura maxima?
[Examen Septiembre 2002]

8.34 Demostrar que si la ecuacion de una elipse se escribe en forma polar r = p/(1+e cos 0) entonces
la curvatura en los absides (vértices de curvatura maxima) vale k = 1/p.

8.35 Encontrar las ecuaciones intrinsecas de las curvas:
(a) «(t) =acosht, y(t) =asinht, 2(t)=at,
(b) z(t)=ct, y(t)=+V2clnt, =z(t)=c/t,
8.36 Dada la curva en el espacio tridimensional
r(t) =4coste; + 3tey — 4sintes,
se pide:
1. Encontrar la ecuacion cartesiana de la curva.

2. Determinar los vectores unidad tangente, normal principal y binormal en cualquier punto de
la curva. ; Cuéles son estos vectores en el punto ¢t = 7?7

Determinar el plano osculador en el punto t = 7/2.
Determinar la longitud de la curva entre los puntos t1 = /2 y to = 57/2.

Calcular la curvatura y la torsién en cualquier punto.

A o

Determinar la ecuacién paramétrica de la superficie construida a partir de la curva y sus rectas
normales principales.

[Examen Junio 2003]

8.37 Sea r(t) la curva parametrizada r(t) = % costi + (1 —sint)j — 2 costk.

(a) Calcular la tangente, normal, binormal, la curvatura y la torsién en cada punto.

(b) ;Es la curva plana?. En caso afirmativo, hallar la ecuacion del plano que la contiene.
(¢) ;De qué curva se trata?

[Examen Junio 2004]
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8.38 La curva plana
r(t) = tey + coshtes,

recibe el nombre de catenaria, pues corresponde a la figura que adopta una cadena o hilo, colgada
de sus extremos y bajo la accién del campo gravitatorio. Calcular:

(a) El vector unidad tangente y el vector normal principal.

(b) Su curvatura.

(c) {Dénde es su curvatura méaxima?

(d) Su evoluta.

[Examen Septiembre 2004]

8.39 Dada la curva en R3

r(t)=(14+te +(1-— %t?’)eg + %tzeg
Determinar:
(a) Los vectores unidad tangente, normal pricipal y binormal en cualquier punto de la curva.
(b) Calcular la curvatura y la torsién en el punto ¢t = 2.
(c) Calcular la recta tangente en el punto ¢ = 3 y determinar el punto de corte de esta recta con el
plano XOY.
(d) Calcular la longitud de la curva desde el punto que esta situado en el plano XOY hasta el punto
en que la curva corta al plano z = /8.
(e) Encontrar la ecuacion cartesiana de la curva.
(f) Encontrar la ecuaciéon del plano osculador en el punto ¢t = 0.[Examen junio 2006]

8.40 Dada la curva en R3,
r(t) = (3t — t3)ey + 3t%es + (3t + t)es,

se pide:

(a) Calcular los vectores unidad del triedro de Frenet-Serret en cada punto.
(b) Calcular su curvatura y torsiéon en cada punto.

(c) Calcular su evoluta (La curva de sus centros de curvatura).

(d) El plano osculador en el punto ¢ = 2.[Examen Septiembre 2006]

8.41 Dada la curva en R3,

r(t) = (3t — t3)e; + 3tey + (3t + t%)es,

e) La longitud de la curva entre esos puntos de corte.
f) El plano normal en el punto ¢ = 1.
[Examen Junio 2007]

determinar:

(a) Los vectores unidad del triedro de Frenet-Serret en cada punto.
(b) La curvatura y la torsion en cada punto.

(c) La ecuacion cartesiana de la recta tangente en el punto ¢t = 3.
(d) Los puntos de corte con el plano z +y + z = 0.

(

(



Capitulo 9

Superficies en tres dimensiones

Una superficie se dice que es regular si posee plano tangente en cada punto. Viene caracterizada
de forma implicita por una funcién derivable F(z,y, z) = 0, de tal manera que si podemos despejar
la variable z = f(z,y) se nos define la ecuacién cartesiana de la superficie. De forma paramétrica
viene caracterizada por la funcion vectorial

r(u,v) = z1(u,v)er + xa(u,v)es + x3(u,v)es = x(u,v)t + y(u,v)j + z(u, v)k,

dependiente de dos pardmetros reales u y v. La eliminacién de los parametros u y v entre las tres
funciones * = z(u,v), y = y(u,v) y z = z(u,v) nos dara la ecuaciéon cartesiana. Si llamamos
ry = Or/du, r, = 0r/0v, en cada punto de la superficie definen un vector tangente a una curva
(v =cte. y u =cte., respectivamente) contenida en la superficie. La existencia del plano tangente
implica que 7, y 7, no son colineales y que entre ambos definen el plano tangente cuya normal
tiene la direccién del vector r,, x 7. Definido el vector unitario normal a la superficie en cada punto
n(u,v) =7y X T,/|7y X Ty, €l plano tangente a la superficie en un cierto punto ¢, viene dado por
el vector de posicion T = (X, Y, Z), tal que ng - (T — 7o) = 0. La recta normal a la superficie en ese
punto por el vector N (\) = rg + Ang.

Las rectas tangentes a una curva C generan una superficie que se denomina superficie tangente
de C'. Como es una superficie construida a partir de rectas, se denomina superficie reglada. Una
curva de esta superficie que corte perpendicularmente a las rectas tangentes recibe el nombre de
involuta de C. Otras superficies regladas son las que generan las rectas normales y binormales a
una curva dada. La superficie que generan las tangentes es una superficie reglada desarrollable, en
tanto que las que generan las normales y binormales solamente son desarrollables en el caso de curvas
planas.

Primera forma cuadratica fundamental

Se denomina asi a la forma de desarrollar sobre la superficie una geometria local, susceptible de
definir en el entorno de cada punto una forma de medir longitudes, angulos, superficies, y por lo tanto
dibujar en el entorno de cada punto figuras geométricas elementales, como triangulos, cuadrados,
circulos, etc. y establecer relaciones entre ellas.

Si r(u1,u2) es la ecuacion paramétrica de una superficie, y llamamos r; = 7,,,, se define el tensor
métrico mediante g;; = r; - 7; = g;;. El elemento de arco de una curva contenida en la superficie es

ds = |dr| = |riduy + rodus| = \/gudu% + 2g12duydus + goodu3,

y si la curva viene parametrizada en términos de un parametro ¢t mediante {us (t), u2(t)},

ds = \/911U/12 + 2g12ufub + gggu’22 dt,

por lo que la longitud de una curva contenida en una superficie, se calcula mediante

L= /t 2 ds = /t 2 \/911(t)u’12(t) + 2912 () (£)uly () + gao (t)ul>(t) dt.
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Los coeficientes de la métrica son los coeficientes de la primera forma cuadratica fundamental. Co-
nocida la métrica, es decir las tres funciones g;;(u1, u2), podemos por lo tanto medir distancias sobre
la superficie y también angulos entre curvas, pues si dr = riduy + rodus y dr’ = r1dv; + rodvy son
dos arcos infinitesimales asociados a dos curvas que pasan por el mismo punto, el coseno del angulo
que forman se obtiene de

gnduldvl + 912duld1)2 + ggldUQd’Ul + gggdUgd’Ug

cosf = .
\/gndu% + 2g12durdus + goodu3 \/911dU% + 2g12dv1dva + gaadv3

Pero si podemos medir longitudes sobre la superficie también podremos medir areas. El elemento de
area se expresa en funcién de los coeficientes g;; mediante:

dA = \/ 911922 — 9%2 duydus.

donde el radicando g11922 — g3 = |11 X 72| > 0, esta siempre definido en una superficie regular. En
el caso del plano euclideo, la forma de medir distancias, dngulos y areas es también la misma solo
que, en cada punto, los coeficientes g11 = 1, g12 = g21 = 0 y g22 = 1 son siempre los mismos, y asi

ds = +/dz? + dy?, dA = dzdy

Podemos considerar al tensor métrico g;; como una matriz 2 X 2, simétrica g;; = g;; y definida
positiva, g = det g;; > 0, por lo que puede diagonalizarse y sus valores propios son niimeros reales
positivos. La diagonalizacion de la matriz g;; en cada punto es equivalente a usar sobre la superficie
una parametrizacién tal que las lineas u = cte y v = cte. son ortogonales en cada punto. En general
esto se podra hacer de forma local pero no siempre existira para una superficie una parametrizacién
global que implique que esto se cumple en todos los puntos, como ocurre para el plano euclideo y en
coordenadas cartesianas.

Si consideramos una esfera, y parametrizamos todo punto de la esfera por el angulo cenital —7/2 <
0 < /2 que caracteriza a cada paralelo, y por el acimutal 0 < ¢ < 27 que nos define a los distintos
meridianos, vemos que las lineas 6 = cte y ¢ = cte. se cortan de forma perpendicular en cada punto,
por lo que gos = 1, gop = 0, gpp = 1, salvo en los polos 6 = £7/2 pero ¢ arbitrario, en que con esta
parametrizaciéon todos los puntos no estan univocamente definidos. En los polos, aunque existe el plano
tangente puesto que la superficie es regular, sin embargo no se pueden definir los vectores tangentes a
las lineas coordenadas, ya que pasan por ellos infinitas lineas ¢ = cte.

Segunda forma cuadratica fundamental
Se denomina asi a una forma de medir localmente en cada punto de una superficie conceptos
como el de curvatura de la superficie, curvaturas de sus secciones normales, etc., es decir el saber
desde el punto de vista local cudnto se aparta la superficie con respecto a su plano tangente, en las
diferentes direcciones.
Analicemos el comportamiento de una superficie en un punto con respecto a su plano tangente.
Sea
T1 X To
n(ui,u) = ————
|’l“1 X T‘2|
el vector unidad perpendicular al plano tangente. Si desarrollamos r(u+ du, v+dv) en serie de Taylor
hasta términos de segundo orden

1

r(u+ du,v + dv) = r(u,v) + rydu + r,dv + o

(Puu(du®) + 2rydudv + 7y (dv?)) + -+,

por lo que a orden méas bajo

1

(r(u+ du,v + dv) — r(u,v)) -n = o1 (

Lyu(du?) + 2Ly dudv + Ly, (dv?))

que recibe el nombre de segunda forma cuadratica fundamental y que representa la desviaciéon normal
de la superficie respecto del plano tangente. Los coeficientes L;; = r;; - m que involucran hasta las
segundas derivadas de 7, dan cuenta de la curvatura de la superficie. La superficie z = Lijz? +
20122y + Losy? recibe el nombre de paraboloide osculador a la superficie en el punto dado.
Si LiiLae — L2, > 0 se trata de un paraboloide eliptico y se dice que el punto es eliptico. Si
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Ly1Lay — L3, < 0 entonces es un paraboloide hiperbélico y se dice que el punto es hiperboélico. Si
Li1Loy — L%Q = 0 pero no todos los L;; son nulos, entonces la superficie osculatriz es un cilindro
parabélico y el punto se dice que es parabdlico. Finalmente si todos los L;; = 0, la superficie no tiene
curvatura en ese punto y se dice que el punto es plano.

Curvatura normal de una curva sobre la superficie
Se denomina a la proyeccién sobre n del vector £ de la curva de la correspondiente seccién normal.

Ly (du/dt)? + 2L, (du/dt)(dv/dt) + Ly, (dv/dt)?

Gun (du/dt)? + 2gy, (du/dt)(dv/dt) + gy, (dv/dt)?

En efecto, fijada una direccién sobre la superficie, dando los valores de du y dv, resulta que el vector
tangente

(9.1)

kp=1t-mn=

d d . (ds\?2 d2
r'dt = rydutrydo = 'i’d—jdt = td—:dt, r’dt? =t <£> dt2+t£dt2 = ruudu2+2ruvdudv+'rwdv2,

y al proyectar sobre el vector normal a la superficie, dado que t - n = 0, obtenemos (9.1).

Radios de curvatura y direcciones principales

Como en el entorno de un punto la superficie se comporta a orden mas bajo como un paraboloide
(eliptico o hiperbdlico), como un cilindro o bien como un plano, dependiendo de la direcciéon u-v la
curvatura normal se escribe, con du = ecosf y dv = esin ¥,

Ky = Ly €082 0 + 2L, cos 0sin 6§ + L, sin’ 0,

y haciendo |k,| = 1/r%, 2 = rcosf, y = rsind, resulta la coénica L,,2% + 2L,2y + Lywy? =
+1, denominada indicatriz de Dupin, cuyos ejes determinan las direcciones de curvatura méaxima y
minima y cuya distancia al origen del punto (x,y) es el inverso de la raiz cuadrada de |k,|. A los
radios de curvatura segin esas dos direcciones principales los representamos por Ry y Ry y a sus
inversos se les denomina curvaturas principales.

Si Ry = R el punto se llama ciclico o umbilical. Si R, y R, tienen el mismo signo el punto
se llama eliptico. Si R; y Ry tienen signo opuesto el punto se llama hiperbélico. Si Ry o R es
infinito el punto se llama parabélico.

Si establecemos que (9.1) sea maximo o minimo, como funcion de la direccion, esto es de du y dv,
estos valores de la curvatura reciben el nombre de curvaturas principales. Las curvaturas principales
satisfacen la ecuacién

(911922 — 912)K° — (911L22 + g2aL11 — 2g12L12)k + (L11Lag — L3,) = 0, (9.2)
que dividiendo por el primer coeficiente se pone como
k2 —2HKk + K =0. (9.3)
En efecto, fijada una direccioén sobre la superficie, la curvatura normal x(du, dv), es funcién de esta
direccién. Como ademas satisface (9.1) que la reescribimos como

k(du, dv)(guudu® + 2guvdudv + goodv?) — (Lywdu? + 2Lypdudv + Ly, dv?) = 0,

derivando esta expresion con respecto de du y dv e igualando a cero, sabiendo que en las direcciones en
que k es maxima o minima las derivadas de « se deben anular, resulta un sistema de dos ecuaciones para
determinar las direcciones en que estas curvaturas son maximas o minimas:

(Luu - ngu)du + (Lu'u - ngv)dv = 07 (Luv - 'iguv)du + (Lv'u - ngv)d’l) = 07 (94)

que es un sistema lineal homogéneo en las incégnitas du y dv, cuyo determinante de las incognitas se debe
anular, lo que conduce a (9.2). Las dos soluciones para k, corresponden a los valores maximo y minimo,
K1y K2. Sustituidos esos valores en (9.4) se obtendran las direcciones (du, dv) en que las correspondientes
secciones normales tienen esas curvaturas. El resultado general es que estas dos direcciones principales
son ortogonales.

Con los coeficientes de la primera y segunda formas cuadrticas fundamentales, obtenemos dos carac-
teristicas de la curvatura en cada punto, de una superficie:
Curvatura media

H =

= L 4 ). (9.5)

2

L (g11los +go2lny —2g12Llap _ 1/ 1 +i
2\R1 Ry

2 911922 — 932 Ry
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Curvatura de Gauss )
_ LiyLoe — L1y, 1

K =
911922 — 35 R Ry

= K1ko. (9.6)

Una superficie reglada es desarrollable si se puede desarrollar sobre un plano, como es el caso
del cilindro y del cono. La condicién necesaria para que una superficie sea desarrollable es que la
curvatura de Gauss K = 0.

Las ecuaciones fundamentales de la teoria de superficies son las que establecen c6mo cambian
por unidad de cada uno de los pardmetros, los vectores tangentes r1 y r3 y el vector normal n. Como
71 ¥ T2 no son colineales y n es ortogonal a ellos, entonces estas derivadas quedan expresadas en
términos de estos tres vectores. Reciben el nombre de ecuaciones de Gauss-Weingarten y son

or; on
_ k _ k
donde los coeficientes Fkij, y L;*, se pueden expresar exclusivamente en términos de la métrica Gij
y de sus primeras derivadas y de los coeficientes L;; de la segunda forma fundamental.
Conocido g;;, se calcula ¢’F, tal que g% gp; = 57

11 _ 922 12 21 _ —012 22 _ 911
=——>, 9§ =9 =—>3, 9= ———5.
911922 — 912 911922 — 912 911922 — 912
gl 391;’ _ 391:]'
ouwd  Out ou!

El tensor de curvatura de la superficie se define como

) 1, .
Fkij = gkl'rij T = 59“ ( > , Lijj=mriy-n, Lik = g’”Lij.

Rijpi = LixLji — LyLjk, R'ju = g"" Rmjki-

La curvatura media se reescribe 2H = g% L;;, y la curvatura de Gauss K = L' Ly* — L% Lo".

Geodésicas sobre una superficie

Dados dos puntos sobre una superficie, se define una linea geodésica entre ellos como la curva
contenida en la superficie que posee la menor longitud. Esta curva tiene la propiedad de que su
normal principal es siempre ortogonal a la superficie, y reciprocamente. Por lo tanto, por todo punto
de una superficie, fijada la direccion del vector tangente, pasa una y solo una linea geodésica.

Si parametrizamos la curva mediante el elemento de arco, entonces la longitud entre ambos puntos
debe ser minima, por lo que

S1
= / 9ij (ul, ’U,Q)UZUJ ds
S0

Si esta integral debe ser minima, el calculo variacional nos lleva a que las funciones u1(s) y uz(s),
que definen las ecuaciones parameétricas de la curva sobre la superficie, deben satisfacer el sistema
de ecuaciones diferenciales de segundo orden:

dgij . . d d Ogir .

D Uity — = (girti + grjuj) =0, y como 75 Jik = B, Uy,

resulta que
iy + TR0 =0, k=1,2,

con las condiciones de contorno en sy y s1. Vemos, por ejemplo, que si la métrica no es funcién de
punto, los coeficientes I'*;; = 0 y las geodésicas se reducen a u1(s) = as + b, ua(s) = cs + d, que
eliminando s entre ambas, resultan ser las 'rectas’ us = muy + h. Las rectas son las geodésicas del
plano euclideo.
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Problemas
9.1 Hallar la ecuacién de la superficie tangente a la curva r(t) = te; + t?es + ties

9.2 Encontrar la ecuacion del plano tangente a la superficie z = u? + v2, y = v?, 2 = v3 y que sea
paralelo al plano v +y — 2 =0. [Sol. z +y — z = 8/27]

9.3 Dadas las siguientes formas cuadraticas, decir cuales no constituyen una forma cuadratica valida
para caracterizar a una superficie regular.

(a) ds? = du® + 4dudv + dv*; (b) ds* = du® + 4dudv + 4dv?;
(c) ds® = du® — 4dudv + 6dv?; (d) ds® = du® + 4dudv — 2dv?;

9.4 Encontrar las férmulas de transformacién de los coeficientes g;; de la primera forma cuadratica
fundamental cuando se realiza un cambio de parametrizacion de la superficie. Determinar asimismo

como se modifica el elemento de area dA = Hdudv = +/ guugvw — 92, dudv.

9.5 Demostrar que el plano tangente a la superficie f(z — az,y — bz) = 0 en cualquier punto, es
paralelo a una direccién fija.

9.6 Demostrar que los planos tangentes a la superficie

z = z¢(y/z)
en cualquier punto, pasan todos por el origen de coordenadas.

9.7 Probar que las ecuaciones paramétricas

1— w2 —? 2bu 2cv

m:a1+u2+v27 y= 14 u2 402’ £ 14+ u2 402’

se reducen en su forma cartesiana a las ecuaciones del elipsoide

$2 y2 2,2

StEtz=1

9.8 Probar que las dos superficies 22 4+ 3y%2 + 222 =9, 22 + 9> + 22 — 8z — 8y — 62+ 24 = 0, son
tangentes entre si en el punto (2,1,1).

9.9 Dada la superficie parametrizada
r=ucosv, y=usinv, z=u, 0<u<oo, wvé€(0,2m),

(a) Demostrar que se trata de un cono con vértice en (0,0,0) y el semidngulo con su eje es 7/4.

(b) Encontrar el punto del cono donde el plano tangente es paralelo al plano z —z = 0 y calcular el
plano tangente en dicho punto.

(¢) Calcular la curvatura media y curvatura de Gauss en cada punto de la superficie. ; Cuales son las
curvaturas principales?

[Examen Septiembre 2003]

9.10 Encontrar la superficie envolvente de la familia de planos u? — 3u?x + 3uy — z = 0, donde
u es el parametro que determina cada plano de la familia. Lo mismo para la familia de planos
rsinu —ycosu + kz —au = 0, con a =cte.

9.11 En el elipsoide
r =asinucosv, y=bsinusinv, z=ccosu

encontrar su ecuacién cartesiana y las curvas coordenadas u =cte y v =cte.

9.12 Encontrar la ecuacién cartesiana de la superficie construida al girar la recta = 1, z = 2y,
alrededor del eje OZ. [Sol. 22 +y? — 22/4 = 1]
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9.13 Encontrar la familia formada por los planos rectificantes de la hélice
r(t) = acoste; + asintes + btes.
Calcular la superficie envolvente de la anterior familia.

9.14 Demostrar que

U+Ue+u Ue—i— e
uv es.
B 1 5 2 3

es una representacién paramétrica del paraboloide hiperbolico 22 = 22 — y2. Encontrar cémo son
las curvas u =cte y v =cte sobre dicha superficie. Encontrar también las curvas de corte con planos
paralelos a los coordenados.

r(u,v) =

2

9.15 Demostrar que si una curva esta sobre la superficie de una esfera, entonces

d K T
ds<%)‘n—0-

9.16 Demostrar que si z = f(y) es una curva en el plano ZY entonces la superficie
r(u,v) = ucosv e; + usinv es + f(u) es,
es la superficie de revolucion que genera la curva z = f(y) al girar alrededor del eje OZ.

9.17 Encontrar la ecuacién de un cono de revoluciéon alrededor del eje OX con vértice en el punto
(a,0,0) y cuyo semidngulo en el vértice es de 30°.

9.18 Verificar que la superficie
r(0,0) = (b+ asing)cosf ey + (b + asin @) sind es + a cos ¢ es,

es un toro de revolucién. Analizar los pardmetros utilizados. Calcular el plano tangente y la recta
normal al toro en un punto cualquiera. ;En qué puntos el plano tangente es paralelo al plano =z —
2y +2—3=07

9.19 Dadas dos circunferencias de radio r, paralelas y separadas una distancia 2h, encontrar la
ecuacién paramétrica y cartesiana de un hiperboloide de una hoja construido al unir con rectas
puntos de ambas circunferencias donde cada punto de una de las circunferencias se une con el
correspondiente de la otra que se encuentra girado un angulo 0 respecto de él. Encontrar también la
ecuacion de esta superficie pero rotando cierta recta alrededor del eje OZ. ;| Qué sucede si § = 07

9.20 Sobre una superficie r(u1,u2), si llamamos r; = r,,, se define el tensor métrico mediante
gij = 7; - 7;. Demostrar que el vector unidad normal a la superficie viene dado por

T1 X To
— 2
V 911922 — 912

y donde el anterior denominador es precisamente el valor absoluto del vector que aparece en el
numerador. Verificar que el 4drea de una superficie es precisamente A = f sV 911922 — g3yduidus. De
la misma manera, el dngulo € que forman los vectores tangentes 71 y 72 es

n(uy,ug) =

gi12

\/911922.

cosf =

9.21 Demostrar que la superficie
r(u,v) = ue; +ves + (u + v*)es,
es eliptica si v > 0, hiperbdlica si v < 0 y parabdlica si v = 0.

9.22 Demostrar que los puntos de la superficie tangente a una curva dada son puntos parabolicos.



61

9.23 La primera y segunda formas cuadraticas fundamentales se escriben:
I=dr-dr, II=d*r n=—dr-dn.

La tercera forma cuadratica fundamental se define mediante I/ = dn - dn. Demostrar que se
satisface:
111 -2HII + KI =0,

donde H y K son respectivamente la curvatura media y curvatura de Gauss.

9.24 Dada la curva z = y? 4+ 2 en el plano YOZ, encontrar la superficie de revolucién generada por
esta curva al girar alrededor del eje OY . Encontrar la ecuacién del plano tangente a esta superficie
en el punto (11,3,0).

9.25 Demostrar que si una superficie se escribe en la forma z = f(z,y), la curvatura de Gauss viene
dada por
o fmxfyy - q%y

A+
9.26 Demostrar que si tenemos dada la superficie de revolucion alrededor del eje OZ
r(t,0) = f(t)cosbey + f(t)sinfes +tes, f(t) >0

entonces dicha supeficie es una superficie parabolica (curvatura de Gauss nula) si y solo si se trata
de un cilindro con generatrices paralelas a OZ o bien de un cono de eje OZ

9.27 Si tenemos dada una curva regular parametrizada por el arco s, 7(s), contruimos sobre ella una
superficie en forma de tubo, definiendo en el plano normal a la curva un circulo de radio R centrado
en la curva. Haciendo que este circulo viaje con su centro a lo largo de la curva, nos da la ecuacién
de una superficie tubular de la forma:

r*(s,u) = r(s) + R(va(s) cosu + vs(s)sinu), R >0, 0<u<2r.

donde va(s) y v3(s) son respectivamente el vector normal principal y el vector binormal de la curva
en el punto s. Se pide:

(a) Calcular los vectores derivados que definen al plano tangente en cada punto.

(b) Demostrar que, salvo un signo, el vector unidad normal a la superficie en cada punto n(s,u),
tiene la direccion del vector unidad u = v3(s) cosu + v3(s) sinu.

(c) ;En qué puntos es la superficie irregular?

(d) En el supuesto de que la curva 7(s) fuese plana, jen qué puntos de la superficie el plano tangente
es paralelo al plano osculador de la curva? [Examen Junio 2005]

9.28 La superficie catenoide viene dada por la siguiente parametrizacion:
r(u,v) = coshv cosue; + coshvsinues +ves, u,v € R.

(a) Calcular la curvatura de Gauss en todo punto.
(b) Calcular la ecuacion cartesiana de la recta normal en el punto 7(0,0).
(c) Si consideramos la curva sobre esta superficie definida por R(t) = r(¢,t), determinar la curvatura
de esta curva en todo punto y su plano osculador en t = 0.
[Examen Septiembre 2007]
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Algunas superficies notables

Toro

z(0,6) = (b+acosB)cosp, y(0,¢)=(b+acosh)sing, z(0,¢)=asinb.

Es una rosquilla de radio central by de seccion circular de radio a < b.
rg = (—asinfcos ¢, —asinfsing,acosf), 74 = (—(b+ acosh)sing,(b+ acosf)cose,0),
|re x rg| =a(b+acosf) #0, a<b.
n = (— cosf cos ¢, — cos O sin ¢, —sin 9).
Existe por lo tanto el vector normal en todo punto de la superficie.
T99 = (—acos b cos ¢, —a cos O sin ¢, —asin b),
rgp = (—(b+ acosb) cos ¢, —(b+ acosb)sin¢,0),

Togp = (asinfsin ¢, —asinb cos ¢, 0).

Coeficientes de la métrica, o primera forma cuadratica fundamental
goo = g11 = a’, 9oy = goo = (b+ acos0)27 Ggop = g12 =0, detg= a2(b+ ac089)2 #0, a<b.
Coeficientes de la segunda forma cuadratica fundamental
Lop = Li1 =a, Loy =L12=0, Lgy= Loy = (b+acosf)cosd
La curvatura media y la curvatura de Gauss

(b+ 2acosb) K cos @

g o= \o2acost) oo cost
2a(b+ acosh)’ a(b+ acosb)



Elipsoide

2 2 2
T Y z
St Etz=1

2(0,¢) =acosbcosp, y(f,¢9) =bcosbsing, z(0,¢9)=csinb.

rg = (—asinfcos ¢, —bsinfsin ¢, ccosb), 1y = (—acosfsing,bcosbcos¢,0),

[rg X 1y = \/g11g22 — g1 = \/det g.

199 = (—acosf cos ¢, —bcosbsin ¢, —csinb), T4 = (—acosfcos @, —bcosfsin ¢, 0),

roy = (asinfsin ¢, —bsin b cos ¢, 0),

n = (—bccos b cos ¢, —ac cos O sin ¢, —absin ) /1/a2b? sin? 0 + 2 cos2 A(a? sin® ¢ + b2 cos? ¢)

Coeficientes de la métrica, o primera forma cuadratica fundamental
goo = g11 = (a” cos? ¢ + b? sin? ¢) sin? @ + 2 cos? 0, Gop = g22 = (a®sin? ¢ + b? cos? ) cos? 6,
gos = g12 = (a® — b*) sin 6 cos O sin ¢ cos ¢,
det g = cos? 0 (a®b? sin® 0 + ¢* cos® f(a® sin® ¢ + b cos® ¢)) .
Coeficientes de la segunda forma cuadratica fundamental
abc

Lgg = L11 = , Loy = L12 =0,
\/a2b2 sin? 6 4 ¢2 cos? 0(b2 cos? ¢ + a2 sin? ¢)

abe cos? 0

\/a2b2 sin? @ + ¢2 cos? A(b2 cos? ¢ + a2 sin” ¢)

L¢¢ = L22 =

La curvatura media y la curvatura de Gauss

abe((a® + b? sin? ) sin® ¢ + (b2 + a? sin? ) cos? ¢ + ¢ cos? 0)

H =
2(a2b2 sin? § + ¢2 cos? (b2 cos? ¢ + a? sin” ¢))3/2

)

a?b2c?

K = .
(a2b2 sin? 6 4 ¢2 cos? O(b2 cos? ¢ + a2 sin® ¢))2
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Hiperboloide de una hoja

2(0,¢) = acoshfBcos¢, y(0,¢)=0bcoshfsing, 2(0,¢)= csinhb.

ro = (asinh @ cos ¢, bsinh §sin ¢, ccosh ) 7, = (—acoshfsin ¢, bcosh 6 cos ¢, 0),

7o X 74| = /detg.
r99 = (acosh 6 cos ¢, bcosh 0 sin ¢, ¢ sinh )
T = (—acosh @ cos ¢, —bcoshfsin ¢, 0),
T9¢ = (—asinh fsin ¢, bsinh 6 cos ¢, 0)

n = (—bccosh 6 cos ¢, —ac cosh 8 sin ¢, absinh 9)/\/62((12 sin® ¢ + b2 cos? ¢) cosh? § + a2b2 sinh? ¢

Coeficientes de la métrica, o primera forma cuadratica fundamental

goo = g11 = (a® cos? ¢ + b sin? ) sinh® 0 4 c? cosh® 0, gy = gao = (a” sin? ¢ + b* cos® @) cosh® 6,

o = g12 = (b* — a?) sinh @ cosh @ sin ¢ cos ¢,
det g = cosh? 6 (c*(a® sin® ¢ + b? cos® ¢) cosh® O + a?b® sinh” 0) .
Coeficientes de la segunda forma cuadratica fundamental

—abc
Lo = L11 =
\/02 (a2 sin? ¢ + b2 cos? @) cosh? O + a2b? sinh? 0

y Loy = L12 =0,

—abc cosh? 6
L¢¢ = L22 =

\/02 (a2 sin? ¢ 4 b2 cos? ¢) cosh? 6 + a2b? sinh? §
La curvatura media y la curvatura de Gauss

I abc (—a2 sin? ¢ — b? cos? ¢ + ¢2 cosh? § + (a? cos? ¢ + b? sin” ¢) sinh? 0)
2 (c2(a?sin® ¢ + b2 cos? ¢) cosh” § + a2b? sinh” §) 82 ,

—16a%b2c? <0
{[a® 4+ b — (a® — b2) cos(2¢)]c?(1 + cosh(20)) + 2a?b?(1 — cosh(26))}? '
Es una superficie en la que todos sus puntos son hiperbélicos.




Hiperboloide de dos hojas

x(0,¢) = asinh¢pcosf, y(0,¢) =bsinh¢sing, 2(0,$) = *ccosh .

r9 = (—asinh ¢ sin @, bsinh ¢ cos 6, 0)
r¢y = (acosh ¢ cosd, bcosh ¢sin b, csinh ¢)

|ro X ry| = \/aQb2 cosh? ¢sinh? ¢ + ¢2(a? sin? 0 + b2 cos? 0) sinh? ¢.

Coeficientes de la métrica, o primera forma cuadratica fundamental
g0 = g11 = (a®sin? @ + b? cos® §) sinh? ¢,
Gop = g22 = (a® cos® 0 + b? sin? §) cosh? ¢ + ¢? sinh? ¢,
Gogp = g12 = (b* — a?) sin 0 cos O sinh ¢ cosh ¢,
det g = |rg x 74|
Coeficientes de la segunda forma cuadratica fundamental

—abesinh?® 10}

Lop = L1y = )
\/a2b2 cosh? ¢sinh? ¢ 4 ¢2(b2 cos? 0 + a2 sin” 0) sinh* ¢
Lg¢ = L12 = 0,
—abcsinh
L¢¢ = L22 = ¢

\/aQb2 cosh? ¢ sinh? ¢ + ¢2(b2 cos? 0 + a2 sin® #) sinh? ¢
La curvatura media y la curvatura de Gauss

- —abe(b? cos? 0 + a? sin® 6 + cosh? ¢(a? cos? O + b? sin? 6) + ¢ sinh? ¢)

2(a202 cosh® 6+ 2(b2 cos? 0 + a2 sin® 0) sinh? 9)*/2
a2b?c?

" a2b? cosh? ¢ + ¢2(a2? sin” 6 + b2 cos? 0) sinh? ¢

)
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Cono

x(0,¢) = asinh pcosh, y(0,¢) =bsinh¢psind, z(0,¢) = csinh¢.

rg = (—asinh ¢sin 6, bsinh ¢ cos 6, 0)

ry = (acosh ¢ cos§, bcosh ¢sin b, c cosh ¢)

|rg X ry| = \/cosh2 ¢ sinh? ¢(b2c2 cos? 0 + a2(b% + c2 sin? 0)).

Coeficientes de la métrica, o primera forma cuadratica fundamental
gog = g11 = (b* cos? 0 + a? sin? §) sinh? ¢,
Jop = g2z = (2 + a® cos® 0 + b? sin? 0) cosh? ¢,
oo = g12 = (b% — a?) cos A sin 6 cosh ¢ sinh ¢,
det g = |rg x 74|°.
Coeficientes de la segunda forma cuadratica fundamental
—abcsinh
Loo = L1y = $ ’
\/6%2 cos2 0 + a2(b? + c2 sin” 0)

Loy = L12 =0,
Loy = Loy = 0.
La curvatura media y la curvatura de Gauss
- —abe(c? 4 a® cos?  + b2 sin? §) ,
(b%2c2 4+ a2(2b2 + ¢?) — (a? — b?)c? cos 20) \/(b202 cos? 0 4 a2(b? 4 ¢2sin? §)) sinh? ¢

K=0



Paraboloide eliptico

2 2
€ Yy
tate

(0,0) = apeost, y(6,¢) =bosing, z(0,6) = ¢%.

rg = (—agsinb, bo cosh,0)
ry = (acosf,bsind, 2¢)

|rg X ry| = \/a2¢2(b2 + 442 sin? 0) + 4b2¢* cos? 6.

Coeficientes de la métrica, o primera forma cuadratica fundamental
goo = g11 = (a”sin® 0 + b cos® 0) ¢,
Gop = oo = 40 + a® cos® O + b*sin? 0,
Gos = g2 = (b? — a*)psinf cos 6,
det g = |rg x 74|

Coeficientes de la segunda forma cuadratica fundamental

—2abg3
Loy = L1y = ¢ )
\/4b2q54 cos? 0 + a2¢2 (b2 + 4¢2 sin” 0)
Loy = L12 =0,
—2ab
L¢¢ = L22 = ¢

\/4b2¢4 cos? 0 4 a2¢2 (b2 + 4¢2 sin? §)
La curvatura media y la curvatura de Gauss
—abg(a® + b* + 4¢?)

H= :
(20202 + a2 (b2 + 2¢2) — 2(a® — b?)¢? cos 20) \/4b2¢4 cos? 0 + a2¢? (b2 + 4¢? sin® §)

4a’b?
(20202 + a2 (b2 + 2¢2) — 2(a® — b2) P2 cos 20)2
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Paraboloide hiperbélico
1,2 y2
T2

©(6,0) = adcosh, y(6,6) = bosinh6, =(6,8) = ¢*.

rog = (a¢sinh 6, b cosh 4, 0)
ry = (acoshd,bsinh§,2¢)

1o x 7o| = /46204 cosh® 0 + a2¢ (12 + 4¢? sinb? 6).

Coeficientes de la métrica, o primera forma cuadratica fundamental
goo = g11 = ¢*(b% cosh® 0 + a? sinh? h),
Gos = gaz = 4¢? + a® cosh® O + b? sinh? 0,
gos = g12 = (a® + b*)¢ cosh #sinh 6,
det g = |rg x 74|°.
Coeficientes de la segunda forma cuadratica fundamental

2abg3

Loo = L1y = )
V4626t cosh® 6 + a2 (b2 + 462 sinh 9)
Loy = L12 =0,
—2ab
L¢¢ = L22 = d)

V4626t cosh® 0+ a2 (b2 + 462 sinh® 0)
La curvatura media y la curvatura de Gauss
abg(a? — b% + 4¢?)

H = ,
(26262 + a2(b? — 262) + 2(a? + b2)¢ cosh 20) [ 4620 cosh® 6 + a2 (b2 + 49 sinh? )

—4a?b?
20767 + (17 — 267) + 2(a? + B cosh 20)°

La curvatura de Gauss es siempre negativa.

K =
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Cilindro parabélico

ro = (1,0, —26)

ry = (0,1,0)

|’I"9 X ’I"¢| =1 + 402.

Coeficientes de la métrica, o primera forma cuadratica fundamental

goo = g11 = 1 + 462,

9op = g22 = 1,
996 = 912 = 0,
det g =1+ 462,

Coeficientes de la segunda forma cuadratica fundamental
Lop =Ly = ——>
60 = L11 = Nk
L9¢ = L12 = 0, L¢¢ = L22 =0.
La curvatura media y la curvatura de Gauss

-1
(1+462)3/2

K =0.
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Desarrollable tangencial de la hélice
Dada la hélice
r(0) = acosfe; + asinbes + bbes,

la superficie desarrollable tangencial es la construida con todas las rectas tangentes a esta curva,
r(0,\) =r(0) + \r'(9)

r(0,\) = a(cosf — Asinf)e; + a(sinf + Acosf)es + b(0 + Nes,

rg = —a(sinf+ Acosf)e; + a(cos — Asinf)es + bes,
ry = —asinfe; + acosbes + bes,

rgp = —a(cost — Asinf)e; — a(sinf + Acosf)es,

r9n = —acosfe; —asinfes,

ran = 0.

T X T

n=——> = (—bsinfe; + bcosfhey — aeg)/\/m

Cre x|
goo = b° +a*(1+2?), gor =a>+b* g =a®+0b%

Lgg = —ab)\/\/m, Loy =0, Lxx=0.

-b
He—— __ K=o
2a v a? + b?



71

Nautilus o caracol
Dada la superficie

r(u,v) = ucosu(4 + cos(u + v))e; + usinu(4 + cos(u + v))es + usin(u + v)es,

con u € (0,6m), v € (0,27) se tiene la figura

Silla de mono
Dada la superficie
r(u,v) = ucosve; + usinvey + u® cos(3v)es,

con u € Rt v € [0, 27], se denomina silla de mono, ya que posee dos zonas para las piernas y otra
para el rabo.
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