PROBLEMAS DE TEOREMA DE LA
DIVERGENCIA

ENUNCIADO DEL TEOREMA
Sea E una region simple sdlida cuya superficietém@anS tiene una orientacion positiva

(hacia afuera). Sea F un campo vectorial cuyasdnas componentes tienen derivadas
parciales continuas sobre una region abierta quiec® a E. Entonces:

”Fms=ﬂEjdidev

S

Recordar que otra notacion para Hies[1-F

PROBLEMAS RESUELTOS

1.) Evaluar el flujo del campo vectorial

F(xy;2) = xyi +(? + e )j +senky)k

a través de la superficie frontera de la redidmcotada por el cilindro parabdlico
z=1-Xylosplanoz =0,y=0,y + z= 2.

SOLUCION

El problema invita a la transformacion de la inggte flujo en algun otro tipo de
integral para evitar las complejidades que sunmgidi@ parametrizar el segundo término
de la segunda componente del campo vectorial, piéanpara hacer una sola integral
en vez de cuatro.

Para aplicar el teorema de la
divergencia calculamos: A

divF=y+2y=3

Evaluaremos la integral de
volumen de esta funcion escalar
tomando el dominio como una
region de tipo 3; esto es, una
region encerrada entre dos
funciones de un dominio _a (1;0;0)
. . . X
bidimensional ubicado sobre el

planoxz

[[Fris=[[[dvFav = [[[aydv=3[ [ [ ydydzdx=- =% m
S E E



2.) Verificar el teorema de la divergencia paracampo vectorialF = [r(r y la
superficie esféric&® +y* + 2 = 9.

SOLUCION:

El vectorr es el vector posicionk(y; 2. De modo que en términos de las variables
cartesianas el campo vactorial dado puede expessanso:

F=yxX*+y*+2*(xy;2)
La superficie dada puede parametrizarse a travésatdenadas esféricas:

X = 3seng cosd
y =3sengsend ,

O<f<am
z=3cosyp

Con esta parametrizacion tenemos:
[ j k
ryxr, =|-3sengsend 3senp cost 0 |[=
3cospcosd 3cospsend —3seng
= (-9sert ¢ cosg;—9serf ¢ send;—9seng cosyp)
¢Es ésta una normal exterior? Probémoslo con umopin (0;3;0) tendriamos
6= ¢ = 112, y para tales valores el PVF calculado da (0);% sea una normal interna.

Por lo tanto la normal externa vendra dada poi# Palculado haciendo el producto
vectorial en el orden opuesto, esto es:

r, Xry = (9serf ¢ cosd;9sert ¢ send;9senp cosy)
Evaluando ahork en funcion de esta parametrizacion es:
F(#;6) = 3(3sempcoss, 3sempsery, 3cosp)

y:

F-(ryxrg = --- = 8lsep

Asi que:

[[F s =[[F(g:6)tr, x,)d¢d6 = joz” j;’81senm|¢de = 81]02”[— cosnfj”]de =324
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Hemos hecho un célculo bastante complejo por iategrde superficie. Veamos ahora
como reduciendo esto a una integral de volumenetdaorema de la divergencia el
calculo se simplifica notablemente.

Calculemos en primer lugar la divergencia:
e KX Vv N v
X y X

Calculando las derivadas parciales por separadomaisdo miembro a miembro se
tiene:

2

:(x\/x2+y2+zz):\/x2+y2+zz+ X
X

[X2+y2+22

2

6( 2 2 2) 2 2 2 y

Ay XY+ 2= XY —

dy \/ \/ X +yi+ 272
22

a( 2 2 2) 2 2 2
X HY 2 =YX Y A ——
0z I J X2 +yi+7°

2 2 2

: x> +y*+2

divF=3/x*+y* +27° +y—=4w/x2+y2+z2
’X2+y2+22

Si ahora llevamos esto a coordenadas esféricantsne

[[[divFav = joz” [ f4p [p* senp dodgde = 4 jj"{%ﬂ seng dgd

Haciendo los calculos obtenemos:

j j div FdV = 32477
E

Hemos obtenido el mismo resultado por los dos caspiverificando asi el teorema de
la divergenciam



3.) Calcular el flujo del campl(x; y; 2) =(0; €*** + tarz; y?) a través del semielipsoide

superior 2 + 3y’ + Z = 6,z 0 con su normal apuntando hacia arriba.
SOLUCION

Resolveremos este problema por el teorema de la A
divergencia. Si observamos que #iw 0, y llamando
(ver figura)S=S5, 00 Sy V el volumen encerrado por
S podemos plantear:

porserdF=0
1

jvﬂmﬂtdv = 0

por teordiv.

= [[Frs=0 (1)

jvjmupdv = [[Fos

S

Nos interesa la integral no sobre toda la superSci

sino soélo sobreS,. Puesto que la integral es un V3

concepto aditivo respecto al dominio de integracion S
tendremos X

por ec. (1)

Lijs=Lijs+gFms = o:gFms=—gFms @)

Vemos que la integral sob& es la misma que la integral solSiecambiada de signo.
Calcularemos, pues, esta ultima, que aparenta&eseancilla, dado que la normal es un
vector vertical y ademas la superficie carece thepomentez. S es una elipse sobre el
planoxy, 2¢ + 3/ = 6, que puede ser parametrizada directamenteoerienadas
cartesianas comb(X; y) = X(x; y); y(x; ¥); z(X; y)), donde:

~J3<x<43

y:y7 2 2 ]
2=0 —y2-5X"Sy<,2-5X

donde los limites pamay y han sido despejados de la ecuacion de la eligsa. d3ta
parametrizacion, tenemos que el producto vectmalamental sera:

b O —

o o x
I
~

i
N=T,xT, =|1
0

Si ejecutaramos el PVF en el orden inverso, nogadar ¢ Cual debemos elegir? El
enunciado nos pide que la normal de la superfiggs@dal apunte hacia arriba, lo cual
significa que apunte hacia el exterior del volunmaticado en la figura, que es el que



usamos para plantear el teorema de la divergeRomalo tanto, para la base también
deberemos tomar la normal exterior a dicho voluresty es, k.

Por lo tanto la integral que buscamos vendra eagdeepor:

”Fms ”F[INdS ffsz(%( 0; y2) [0:0:~1)dydx= j[jjz% y2dydx=
V2733 2 _ V2i33x 1 Af2)\3/2 V3 5)\3/2 ta?_las
j jm@ ydydx——.[_@gy‘m\/;dydx— 32 (g) J'_@(IB-X) dx =

=-¢3 = in

Luego, reemplazando en (2) tenemos
[[Fas=-[[Fs= 3
S, s

Que es el resultado que buscdbamos. Podrian haltdizedo también coordenadas
elipticas, que hubieran simplificado la integratgpa costa de una mayor complejidad
en el célculo del PVF, lo que significaba aproxiaradnte el mismo trabajo que
operando en cartesianms.



4.) Hidrostatica.A partir del principio de Pascal, demostrar el adgqudmedes.
Principio de Pascaph = pp + ogh

Principio de Arquimedes: Empuje = Peso de liquiespthzado (en médulo).
SOLUCION:

Si E es un solido con

Po superficie  frontera S
sumergido en un liquido
de densidad consanig

L-z en cuya interfase con la

atmosfera reina  una

L presion ambient@o, y Si

adoptamos un sistema de
coordenadas como el de
ds la figura, el principio de

Pascal nos dice que la

presion en el diferencial

de superficie indicado,
ubicado a una

X profundidadL - z vendra

dada por:

P=pot+ oL -2)
Por definicion de presion, la fuerza que el fluigiercerd sobre cada elemento de
superficie del sélido vendra dada en igual diratofosentido contrario a la normal
externa a este ultimo, siendo:
dF = -pdS
La componente vertical de esta fuerza vendra dada p

dF, =dF-(0;0;1) = pdS+(0;0;1) = -jpo + g(L - z)(0;0;1)-dS

Si integramos este diferencial de fuerza sobre &didominio, esto es, sobre toda la
superficieS, obtendremos la componente vertical de la fuergaltante:

F, = [[~(ps +pa(L - 2))(001) (@S =[[ (0.0:~ p, ~ paL + pg2) (@S

Notemos ahora que esta Ultima es una integraluje, Y que podemos por lo tanto
aplicarle el teorema de la divergencia:

F, = jsj (00;-p, —pgL +pg2) (S = jydiv (0:0:-p, ~pgl+pg7) dV =

=j£[pgdv=gjypdv=glvl



DondeM es la masa del liquido que ocuparia un volumeal igiudel objeto sumergido.
La fuerza vertical total, pues, es igual al pedolideido desplazado. Se deja al lector
demostrar por un razonamiento similar que las comapes ey de la fuerza son nulas.
Por lo tanto el empuje total del liquido es iguapeso del liquido desplazado, con lo
cual hemos demostrado el principio de Arquimendes.



PROBLEMAS PROPUESTOS

1) Calcule mediante el teorema de la divergencilujel exterior del camp&(x; y; 2) =
3xyi + Y7 - Xy*k sobre la superficie del tetraedro con vértice8;(); (1;0;0), (0:1;0), y
(0;0;2).

2) Usar el teorema de la divergencia para evaduentégral del campo vectorial
F(x y; 2 =2xi +(3y? + targ) j + (Cz+yA) k
sobre la mitad superior de la esfgfa y* + 7 = 1.

3) Verificar la validez del teorema de la divergeruaaa el camp&(x; y; 2 = zxi +yzj
+ 32 k y el s6lidoE acotado por el paraboloide+y? = zy el planoz= 1.

4) Encontrar la densidad de flujo (Flujo/Area) danpo de fuerzas

F(X Y, 2) = (xy* + cog) | +(xy’ + sem) j + €k

sobre la superficie frontera del sélido limitada @ cono z=+/x* +y® y el plano
z=4,

5) Si integramos el campo de velocidades de uddisbbre una superficie obtenemos
el caudal que atraviesa la misma. Sea un liquideesdo a un campo de velocidades
dado por

V(X Y, 2) = ztan'(y?) i +22 In(¢ + 1)j + zKk,

qgue incluye en su formulacién todos los efectosdiesba rozamientos, viscosidad y
demas factores disipativos. Hallar el caudal de Bguido que atraviesa un filtro de
forma paraboloidal que consta de la parte de larfigie X* + y* = 1 -z que esta por
encima del plana = 1. Tomar el filtro orientado hacia arriba.

6) Ley de GaussDemostrar el siguiente resultado, de importan@acendente en
electromagnetismo. S&una regién simple sélida &7 y Ssu frontera. Sea también
el vector posicionXy;z). Entonces si (0;0;Q) S,tenemos:

”%ms={4ﬂ s! (0;0;0)0E
S|r| 0 si (0;0;,0)UE

IDEA. Notar que si el origen perteneceEano podemos aplicar el teorema de la
divergencia, pues el campo vectorial no es sualie Aplicar el teorema de la
divergencia a toda la regién salvo una pequefadmladios centrada en el origen, y
luego calcular el flujo sobre la frontera de edtian@.

7) Demostrar que & es una regién eR? limitada por una superfici, donde tantdE
comoScumplen las condiciones del teorema de la diveigerntonces



”rotF [dS =0 para cualquier campo vectoriglcon derivadas parciales de segundo

S
orden continuas.

8) Usar el teorema de la divergencia para evaluar

Lf(2x+ 2y + 22)18 :

dondeSes la esfera unitaria centrada en el origen.



