PROBLEMAS DE TEOREMA DE GREEN

ENUNCIADO DEL TEOREMA

SeaC una curva simple y cerrada, suave a trozos y @denpositivamente, y sea
F(x;y) = (P;Q) un campo vectorial cuyas funciones coordenadasem derivadas
parciales continuas sobre una region abierta qoteo® a la regidD acotada pocC.
Entonces:

”(aQ alDjdA J'F dr -Ide+ Qdy

PROBLEMAS RESUELTOS

1.) Transformacion de una integral de linea en una deaaEvaluar jx4dx+ xydx,
C

donde C es la curva triangular que une los puntos (0;0)1)(y (1;0), orientada
positivamente.

SOLUCION:
A La grafica indica la regidn encerrada por la cuva
1 y=1-x Tenemos:
& oP
y P(xy)=x"=-—=0
oy
> » X 0
1 Q(x;y)=xy:>a—(3=y

Por lo tanto:

jx4dx+ xydx= ”(GQ alD]dA jf Xydydx—j(—y Z_x

= M1(1 = w2y =
ox 3y )dx— IO%(l x)? dx =

Notese que si hubiéramos hecho la integral de Ihamaiamos tenido que hacer 3
integrales con las correspondientes parametrizasmon



2.) Determinacion de un area mediante una integralided. Determine el area de la
region limitada por la hipocicloide que tiene la@cion vectorial

r(t) = costi +serftj , Ost<2m
SOLUCION:
De la parametrizacion de la curva tenemos:

x = coSt = x*° = codt
y = serit = y*3 = serft

Sumando miembro a miembro tenemos:

+l1-x 2/3

X +y?P =1 yzi(l—xm) = A= J-J-l 2,3)3,2dydx j (1 x2’3)3/2dx

Este calculo, ejecutado como integral de area,wssammplicado. El teorema de Green
nos permite transformar esta integral en una dealimsando como trayectoria la
hipocicloide del enunciado y definiendo una funcejpropiada para la integracion.
Veamos:

El area de una regidd viene dada porA= J'J'ldA . Por lo tanto, para aplicar Green

0Q aP
0x
cumplen esta condicion sé= 0,Q = x. Si recordamos la parametrizacion, escribimos:

deberiamos encontrar funciorfesQ / — =1 . Un par de funciones sencillas que

X = cost = dx = -3 coét sert dt
y = sefit = dy = 3 sefit cog dt

Luego:

-J'J'(OQ alD]dA | de+Qdy—J' cos’ t3serft costdt = 3j cos' tserf tdt =

dt = J' (serf 2t +serf 2t cos2t)dt =

_3.[277 §tser‘22tdt_3j2” 1+ cos2t \serf 2t
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De esta manera contamos con una herramienta masoptenmer el area de la regiéon
encerrada por una curva cerrada, que se sumaa@dlonéh coordenadas polares visto en
Anadlisis Il y al célculo por integral de area qjecatamos cuando tenemos la expresion
cartesiana de la curwa.



3.) Limitaciones en la aplicacion del Teorema de Grézado
FOoy)= (PQ) = (i +xj) / (¢ +y)
a) Calcular su integral de linea sobre el cirealey? = 1
b) Calcular”(%—Q —Z—deA, dondeD es la region encerrada por la curva del punto a).
o\ 0oX 0y

c) Discutir si estos resultados estan de acuerdonann el Teorema de Green.

SOLUCION:
a) Parametricemos el circulo.

X = cost = dx = —sentdt

O<st<2m
y =sent = dy = costdt
P(X(t): y(1) = ——>C™ __ — _senidt = Pdx=ser? tdt
serft +cos’t
cost

Qx(t); y(t)) = = costdt = Qdx= cos’ tdt

ser?t +cos’t

Integrando tendremos, asi:

lde+ Qdy= J:”(ser?t +cos’ t)dt =2

b) Haciendo los calculos directamente en coordeneaidesianas es:

a_Q_x2+y2—x2x_ y? —x?

0X 2 22 - 2 22

beey ] b ey) :a_Q_a_onjH(a_Q_a_P
P _-[+y)-(y2y_ yr-x2 | X W HESY
dy (X2+y2)2 _(x2+y2)2

]dA= 0

c) Aparentemente estos resultados contradiriarelema de Green. Sin embargo, este
altimo no es aplicable a la region en cuestiénodaue las funcioneB y Q no tienen
derivadas parciales continuas en el punto (0;®,aga contenido en la regien.



4.) Aplicacion del teorema de Green a un problema dissobre una regién con
agujeros. Determinar el momento de inercia de una arandetaogénea de radio
internoa, radio externdp y masaM, respecto a uno de sus diametros.

}" SOLUCION:

Determinaremos el momento de inercia
respecto al diametro colineal con el gje
De Fisica sabemos que:

a b |X=ijpy2dA

C

Donde p es la densidad superficial de la
arandela, supuesta constante dado que es

homogénea.
Ci

Esta region no es simplemente conexa pero,
como se Vvio en la teoria, se puede extender edrtebde Green a este tipo de regiones
con agujeros, siendo:

”(%(3 apjdA dex+Qdy dex+Qdy

Por lo tanto podremos calcular la integral doblé demento de inercia como dos
integrales. Para ello debemos encontrar funciené€stales que:

3

GQ a_P y2 ; tomamosporejemplo: Q=0 ; P:%y
ox oy

Aplicando Green con esta funcion tenemos:

= [[ oy da= p{f -3 ydx+ody - [ -3 ysdxmdy}p D miyidxe] %ysdx} (l)
D c, C, C G,

Parametrizando estas curvas tenemos

X =bcost = dx=-bsent
1 , Ost<2r
y =bsent = dy=bcost
X =acost = dx = —asernt
C, , Ost=<2r
y =asen = dy =acost

Reemplazando con esto en (1) tendremos:



X

I, = p[j;”—§b3 ser?t(—bsert)dt+jjn§ a’® ser?t(—asert)dt} = p%(b“ - a“)joznserf‘tdt =

pi (b4 -a* )j;”ser? t(l— cos’ t)jt = %p(b“ -a’ )LG(sen2 t-

p(b“ _ a“)jj”[l_ ;ost 1~ C§S4tjdt

(b2 +a’ )M

W=

N

Esta es la manera estandar de expresar un monmeirterdia: como el producto de una
longitud o suma de longitudes al cuadrado por lsantl rigidam



