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Teorema de Taylor: Sea f : Ω ⊂ Rn → R, Ω abierto. Suponga f de clase Cm(Ω), con m ≥ 1.
Sean x0 ∈ Ω, h ∈ Rn tal que x0 + th ∈ Ω para todo t ∈ [0, 1]. Entonces vale la Fórmula de Taylor
de orden m− 1:

f(x0 + h) =
m−1∑
k=0

Tk(h) +Rm(h)

donde T0(h) = f(x0) y para k ≥ 1,

Tk(h) =
1

k!

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ik=1

∂kf

∂xi1∂xi2 · · · ∂xik
(x0)hi1 · · · hik

y

Rm(h) =
1

m!

n∑
i1=1

· · ·
n∑

im=1

∂mf

∂xi1∂xi2 · · · ∂xim
(x0 + ξh)hi1 · · · him

con ξ = ξ(h) ∈ (0, 1).

Obs: Es importante destacar que:

T1(h) = ∇f(x0)
th, T2(h) =

1

2
htf ′′(x0)h.

Definición: Sea f : Ω ⊂ Rm → R, con Ω abierto y f diferenciable. Un punto x0 ∈ Ω se dice punto
cŕıtico de f , si y sólo si, ∇f(x0) = 0.

Teorema: Sea f : Ω ⊂ Rm → R, con Ω abierto, y f diferenciable. Si x0 ∈ Ω es un punto de
extremo local de f , entonces x0 es un punto cŕıtico de f .

Teorema: Sea f : Ω ⊂ Rm → R, con Ω abierto, y f de clase C2. Sea x0 ∈ Ω un punto cŕıtico de
f , entonces:

1.- Si f ′′(x0) es definida positiva, entonces x0 es mı́nimo local estricto de f .

2.- Si f ′′(x0) es definida negativa, entonces x0 es máximo local estricto de f .

3.- Si f ′′(x0) es indefinida, entonces x0 no es extremo local f y se denomina punto silla.

4.- Si x0 es mı́nimo local de f , entonces f ′′(x0) es semidefinida positiva.

5.- Si x0 es máximo local de f , entonces f ′′(x0) es semidefinida negativa.

Teorema: Sea A ∈M(n× n) simétrica. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A es definida positiva, i.e., ∀x 6= 0 : xtAx > 0.
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(b) Los valores propios de A son positivos.

(c) Sea

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
an1 an2 . . . ann


A(1) = (a11), A(2) =

(
a11 a12
a21 a22

)
, · · · , A(n) = A:

entonces

det(A(1)) = a11 > 0, det(A(2)) > 0, · · · , det(A(n)) = det(A) > 0.

P1. (a) Encuentre la expansión de Taylor de orden 2 de

f(x, y) = x log(1 + y) + sin(x+ y)

en torno de (0, 0).
Pruebe que para x2 + y2 ≤ 1/4 se tiene

|f(x, y)− P2(x, y)| ≤ 3

2
(|x|+ |y|)3

donde P2 es la expansión de orden 2 encontrada anteriormente.

(b) Sea f(x, y) = xyex
2+2y2 . Encuentre (expĺıcitamente) un polinomio en dos variables, T (x, y),

con la propiedad que

ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− T (x, y)

x4 + y4
= 0.

P2. (a) Hallar todos los puntos cŕıticos de la función

f(x, y) = sin(x) + y2 + 2y cos(x) + 1,

y utilizando el criterio de la segunda derivada clasif́ıquelos si es posible.

(b) Sea f : R2 → R una función de clase C2 en todo su dominio, y sea (x0, y0) un punto extremo
local de f . Supongamos que f es armónica, es decir,

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0.

Entonces, pruebe que todas las derivadas parciales segundas de f se anulan en (x0, y0).

P3. (a) Encuentre los puntos cŕıticos de

f(x, y) = xye−x
2−y2

y determine si son máximos locales, mı́nimos locales o puntos silla.

(b) Para la función anterior, pruebe que

ĺım
||(x,y)||→∞

f(x, y) = 0

y deduzca que f alcanza su valor máximo y mı́nimo. Calcule estos valores.


