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U. DE CHILE

Clase Auxiliar 1
Topologia, Continuidad y Limites en R"”
INGENIERIA

» Def.- Un conjunto K C R” se dice compacto < K es cerrado y acotado.

» Def.- La unién e interseccién numerables de conjuntos {E,,}, C RY, se caracterizan por

UEn:{xERN: ngeN, z€E,} vy mEn:{xeRN: VneN, z € E,}
neN neN

P1.- Demuestre las siguientes igualdades de conjuntos en RY, con la convencién N* = {1,2,3,...}

i) ﬂB(O,:L):{O} i) UB(O,D:B(O,U iii) Q¥ NB(0,1) = B(0,1)

neN* neN*

P2.- Pruebe las siguientes propiedades topoldgicas de los subconjuntos de R¥Y.

a) Si {Ag}tren € P(RY) es una familia de abiertos, entonces |J Ay es abierto en RV,
kEN

b) Si {Bi}ren € P(RY) es una familia de cerrados , entonces () By es cerrado en RY.
keN

¢) Sean Ay B dos subconjuntos de RY | tales que A es abierto y B es numerable.
Pruebe que A+ B ={a+b/a€ A, bc B} es abierto en RY.

P3.- Demuestre que la suma en RY y la ponderacién por escalar en R son funciones continuas.
Esto es, que + : RN xRV - RN | (z,9) w2 +y v e :RxRY¥Y - RY (N y) = Xy son
continuas en los espacios productos respectivos.

Ind: Considere que la norma en E x F se define mediante ||(z,9)||exr = |zl|lg + |yl F

P4.- Sea f:R? — R una funcién continua en todo punto. Considere el epigrafo de f dado por
Epi(f) = {(z,y,2) € R® / 2 > f(z,y)}

Demuestre que Epi(f) es un conjunto cerrado.

P5.- Considere el conjunto A := (0,+00) x (0,27] C R? y la transformacién de coordenadas polares
g : A — R? definida por
9(p,0) = (p-cos(0) , p-sen(0))

a) Pruebe que g es una biyeccién continua de A en P = R?\ {0}, que satisface

g({(p,0): 0<p<a, 0<0<2r})=B(0,a)\{0}
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b) Sea f:P—>Ry F:=fog:A— R el representante de f en coordenadas polares.
Pruebe que una condicién equivalente para que

lim z,yY) =a < 400
(z,y)€P; (2,y)—(0,0) f( y)

es que
Ve > 0,39 > 0 tal que si p € (0,0) entonces se tiene |F(p,0) —a| < e, V0 € (0,27]

(En tal caso se dice que ;111(1) F(p,0) = a, uniforme en 0)

¢) Para ntimeros p,q > 0, defina f : D C R? — R mediante

zPyd .
f(x7y):m ;con D ={(z,y) €R": z,y >0}

Decida la existencia de

f(z,y)

lim
(z,y)€D; (x,y)—(0,0)
dependiendo de los distintos valores que pueden tomar p y q.
d) Definiendo ahora f : R? — R mediante

Ja,y) = 2 sen(a® +47) si (2,9) # (0,05 f(0,4) =0

Estudie la continuidad de f en (0,0).
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