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MA1101 - Introducción al Álgebra: Semestre 2012-01
Profesores: José Soto, Maŕıa Leonor Varas
Auxiliares: Gianfranco Liberona, Sebastián Espinosa

Pauta Auxiliar Extra/Maratón: Preparación Exámen (Pares)

P2. Para resolver este problema debemos considerar la única ayuda que se nos otorga y es que
se sabe que el módulo de una de ellas es 2, dado que el polinomio tiene solamente
coeficientes reales si determinamos una ráız, digamos c, entonces su conjugado, c, también
será ráız, más aún, también se tendrá que cc = |c|2 = 4, luego:

p(c) = c4 − 4c3 + 10c2 − 12c+ 8 // se multiplica por c2

0 = c2c2c2 − 4cc2c2 + 10c2c2 − 12ccc + 8c2

0 = c2|c|4 − 4c|c|4 + 10|c|4 − 12c|c|2 + 8c2

0 = 16c2 − 64c+ 160− 48c+ 8c2

0 = 2c2 − 8c+ 20− 6c+ c2

Como c es complejo se puede representar de la forma a+ ib, con a y b por determinar,
recordemos además que c2 = a2 − b2 + 2aib y que para cualquier complejo z + z = 2Re{z},
luego, reagrupando:

0 = c2 + c2 + c2 − 2c− 6c− 6c+ 20

0 = c2 + 2Re{c2} − 2c− 12Re{c}+ 20

0 = a2 − b2 + 2aib+ 2a2 − 2b2 − 2a− 2ib− 12a+ 20

0 = 3a2 − 3b2 − 14a+ 20︸ ︷︷ ︸
(1)

+ 2aib− 2ib︸ ︷︷ ︸
(2)

Dado que la ecuación debe valer 0, esto se logra si tanto parte real (1) e imaginaria (2)
valen 0, por lo tanto de (2):

2aib− 2ib = 0⇒ a = 1 // con b 6= 0 ya que las ráıces son complejas, luego de (1):

3· 12 − 3b2 − 14· 1 + 20 = 0⇒ b = ±
√

3 // son 2 porque una es la raiź c y la otra c

Con esto ya tenemos dos ráıces c = 1 +
√

3 y c = 1−
√

3, para determinar las dos restantes,
basta ocupar teorema de la división y teorema fundamental del álgebra, en efecto, p(z) se
puede descomponer en:

(z − c)(z − c)q(z) = p(z)

Con esto q(z) queda:

q(z) =
p(z)

(z − c)(z − c)
=
z4 − 4z3 + 10z2 − 12z + 8

z2 − 2z + 4
= z2 − 2z + 2
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Finalmente basta encontrar las ráıces de q(z) pero eso se puede hacer directamente con la
fórmula cuadrática, luego las ráıces serán: m = 1 + i y m = 1− i, resumiendo el polinomio
con sus respectivas ráıces queda:

c = 1 +
√

3

c = 1−
√

3

m = 1 + i

m = 1− i

 (z − c)(z − c)(z −m)(z −m) = z4 − 4z3 + 10z2 − 12z + 8 = p(z)

P4. (a) El polinomio p(x) puede ser escrito como una sumatoria, dónde los coeficientes
corresponden a las ráıces n-ésimas de la unidad, de esta forma el polinomio queda:

p(x) =
n−1∑
k=0

e
2kπi
n xk =

n−1∑
k=0

(e
2πi
n x)

k
=

1− (e
2πi
n x)

n

1− e 2πi
n x

=
1− xn

1− e 2πi
n x

Ojo que esta suma necesariamente para que tenga validez tiene que ocurrir que
1− e 2πi

n x 6= 0, lo que es lo mismo a decir que x 6= e
−2πi
n = wn−1. Con esta restricción

basta determinar los ceros de esta función (las ráıces del polinomio original) cuyo
resultado es:

0 =
1− xn

1− e 2πi
n x

0 = 1− xn

xn = 1

Es decir las ráıces n-ésimas de la unidad (wo, w1, . . . , wn−2) son las ráıces del polinomio
original excluyendo a wn−1 por lo previamente dicho.

(b) Cuando no tenemos información extra sobre el polinomio solamente nos queda ocupar
el oj́ımetro para factorizar y encontrar las ráıces. Luego:

p(x) = 1 + ix− x2 − ix3

p(x) = (1 + ix)− x2(1 + ix)

p(x) = (1 + ix)(1− x2)
p(x) = (1 + ix)(1− x)(1 + x)

P6. (a) ⇒) Hay que demostrar igualdad de conjuntos, o una equivalencia entre un elemento
arbitrario de un conjunto con otro elemento arbitrario del otro conjunto sabiendo
que x ∈ H, en efecto, sea h1 ∈ H:

h1 = e ∗ h1 // operando con el neutro, que es único y el mismo para G y H

= x ∗ x−1 ∗ h1 // transformando el neutro en la operación con inversos
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Luego por ley de composición interna (x−1 ∗ h1) ∈ H, llamemos (x−1 ∗ h1) = h2,
con esto, h1 = x ∗ h2 y como x ∗ h2 ∈ x ∗H (por definición del conjunto x ∗H) se
tiene que h1 ∈ x ∗H.

⇐) En este caso nuestra hipótesis es la igualdad de conjuntos, los elementos de x ∗H
son iguales a los elementos de H, ahora, tomemos un elemento de H digamos h1,
éste a su vez puede ser representado como x ∗ h2 porque vive en x ∗H (igualdad
de conjuntos), luego, operando se tiene que:

h1 = x ∗ h2
h1 ∗ h−1

2 = x // operando con h−1
2 por la derecha

dado que h1 ∈ H y h2 ∈ H con esto se deduce que x ∈ H, por la caracterización
de subgrupo.

(b) Razonemos por contradicción, supongamos que la intersección de ambos conjuntos es
no vaćıo, es decir, existe al menos un elemento común para ambos, llamémoslo h3,
luego se tiene (análogo al caso anterior):

h3 = y ∗ h4
h1 ∗ h−1

4 = y // operando con h−1
4 por la derecha

dado que h3 ∈ H y h4 ∈ H se tiene, por la caracterización de subgrupo, que
h3 ∗ h−1

4 ∈ H, sin embargo por hipótesis y /∈ H, lo cual es una contradicción.

P8. Analizemos la sumatoria:

S =

(
1

1
− 2

1

)
+

(
2

1 + 2
− 2

2

)
+

(
3

1 + 2 + 3
− 2

3

)
+ . . .+


a︷︸︸︷
n

1 + 2 + 3 + . . .+ n︸ ︷︷ ︸
b

−

c︷︸︸︷
2

n︸︷︷︸
d


Dentro de cada término en S, podemos identificar dos sub-términos que se restan, a su vez,
cada fracción tiene otros dos sub-términos que tienen cierta regularidad. Es aśı como se
obtiene lo siguiente:

- Se tiene que para el primer término en S, a = 1 y d = 1, para el segundo, a = 2 y
d = 2, entonces para el k-ésimo te tendrá a = k y d = k,

- c = 2 es constante para cualquier término en S

- En el caso de b se tiene que:

- Para el primer término b = 1

- Para el segundo término b = 1 + 2

- Para el tercer término b = 1 + 2 + 3
...
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- Para el k-ésimo término b = 1 + 2 + 3 + . . .+ k =
∑k

j=1 j

La suma entonces queda como sigue:

n∑
k=1

(
k∑k
j=1 j

− 2

k

)

=
n∑

k=1

(
k

k(k+1)
2

− 2

k

)
// suma conocida

=
n∑

k=1

(
2

k + 1
− 2

k

)
// esto corresponde a una telescópica

=
2

n+ 1
− 2

P10. (a) Hay que ver que la relación R es refleja, simétrica y transitiva:

- Refleja: Sea a ∈ E , se sabe que ρ es refleja, y el conectivo lógico ∧ es idempotente,
luego:

aRa⇐⇒ aρa ∧ aρa⇐⇒ aρa⇐⇒ V

- Simétrica: Sea a, b ∈ E tales que aRb, como ∧ es conmutativo se tiene que:

aRb⇐⇒ aρb ∧ bρa⇐⇒ bρa ∧ aρb⇐⇒ bRa

- Transitiva: Sea a, b, c ∈ E tales que aRb ∧ bRc, entonces se tiene que:

aRb ∧ bRc⇐⇒ (aρb ∧ bρa) ∧ (bρc ∧ cρb)

Pero ρ es transitiva, lo que se traduce en:

(aρb ∧ bρa) ∧ (bρc ∧ cρb)⇐⇒ (aρb ∧ bρc) ∧ (cρb ∧ bρa)⇐⇒ (aρc ∧ cρa)⇐⇒ aRc

(b) Ahora hay que probar que Ω es refleja, antisimétrica y transitiva

- Refleja: Sea [a]R ∈ E/R, como ρ es refleja, se tiene que:

[a]RΩ[a]R ⇐⇒ aρa⇐⇒ V

- Antisimétrica: Sea [a]R, [b]R ∈ E/R,con esto se tiene que:

[a]RΩ[b]R ∧ [b]RΩ[a]R ⇐⇒ aρb ∧ bρa⇐⇒ aRb =⇒ [a]R = [b]R

Lo anterior se debe a que si dos elementos están relacionados entonces sus clases
de equivalencia son iguales

- Transitiva: Sea [a]R, [b]R, [c]R ∈ E/R, comoρ es transitiva entonces se tiene que:

[a]RΩ[b]R ∧ [b]RΩ[c]R ⇐⇒ aρb ∧ bρc⇐⇒ aρc⇐⇒ [a]RΩ[c]R
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P12. - Caso base (n = 1): 32·1+1 + 21+2 = 35 que es divisible por 7

- Hipótesis inductiva: Supongamos que esto es cierto hasta un cierto n, lo que es igual a
decir que:

32n+1 + 2n+2 = 7k con k ∈ Z

Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n+ 1, en efecto:

32(n+1)+1 + 2(n+1)+2 = 32n+3 + 2n+3

= 32n+1· 9 + 2n+2· 2
= 32n+1· (7 + 2) + 2n+2· 2
= 32n+1· 7 + 32n+1· 2 + 2n+2· 2
= 32n+1· 7 + 2 (32n+1 + 2n+2)︸ ︷︷ ︸
= 32n+1· 7 + 2· 7k //usamos nuestra hipótesis inductiva

= 7(32n+1·+2k)

= 7p con p ∈ Z

Con esto se verifica que 32(n+1)+1 + 2(n+1)+2 es divisible por 7 con lo cual concluimos la
demostración.

Cualquier duda o consulta a nuestros correos
seba-spio@hotmail.com, gliberona@dim.uchile.cl

MUCHA SUERTE Y ÉXITO EN EL EXÁMEN!!!! =)
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