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MA1101 Introducción al Algebra 10-1Pauta Control 4P1.a) f : (0,∞) → R es tal que ∀x, y ∈ (0,∞) f(xy) = f(x) + f(y) y f( 1

x ) = −f(x)a1) Probar que f(1) = 0 y que f(x
y ) = f(x) − f(y) ∀x, y ∈ (0,∞).En efe
to, para x = 1, f( 1

x) = −f(x) queda f(1) = −f(1) ⇒ f(1) = 0. (0.5 puntos)Para f( ẋ
y ) es
ribimos f(x

y ) = f(x · 1
y ) =

︸︷︷︸Propiedad f(x) + f 1
y ) =

︸︷︷︸Propiedad f(x) − f(y) (0.5 puntos)a2) Probar por indu

ión que n∑

k=1

f(k) = f(n!) ∀n ≥ 1i) Para n = 1
∑1

k=1 f(k) = f(1!) ⇔ f(1) = f(1!) ⇔ 0 = 0 ⇔ V (0.3 puntos)ii) Sea n∑

k=1

f(k) = f(n!) algún n ∈ N. (0.2 puntos)iii) Por dem. que: n+1∑

k=1

f(k) = f((n + 1)!).En efe
to
n+1∑

k=1

f(k) =
n∑

k=1

f(k) + f(n + 1) = f(n!) + f(n + 1) =
︸︷︷︸Propiedadf [n!(n + 1)] = f((n + 1)!) (0.5 puntos)a3) n∑

k=1

kf(1 + 1
k ) =

n∑

k=1

kf(k+1
k ) =

∑n
k=1 kf [(k + 1) · 1

k ] =
n∑

k=1

k[f(k + 1) − f(k)]. (0.2 puntos)Arreglando
=

n∑

k=1

{(k + 1)(f(k + 1) − kf(k)) − f(k + 1)} =
n∑

k=1

[(k + 1)f(k + 1) − kf(k)]
︸ ︷︷ ︸teles
ópi
a −

n∑

k=1

f(k + 1)

= (n + 1)f(n + 1) − 1f(1) −
n∑

k=1

f(k + 1). (0.5 puntos)Pero n∑

k=1

f(k + 1) =
n+1∑

k=2

f(k) =
n+1∑

k=1

f(k) − f(1) = f((n + 1)!) según (a2).Así n∑

k=1

kf(1 + 1
k ) = (n + 1)f(n + 1) − f [(n + 1)!] (0.3 puntos)b) Cal
ular

n∑

j=1

j∑

j=1

i∑

k=0

(
i
k

)(
j
i

)
22i

3j =
n∑

j=1

j∑

i=1

(
j
i

)
22i

3j

i∑

k=0

(
i
k

)
=

n∑

j=1

1
3j

j∑

i=1

22i·2i·
(
j
i

)
=

n∑

j=1

1
3j

j
∑

i=1

(
j

i

)

8i =

︸ ︷︷ ︸binomio (1.5 puntos)1



n∑

j=1

9j
−1
3j =

n∑

j=1

[3j − (1
3 )j ] sumas geométri
as. (0.5 puntos)

=
n∑

j=1

3j −
n∑

j=1

(1
3 )j = 3 1−3n

1−3 − 1
3

1−( 1

3
)n

1−1/3 = 3
2 [3n − 1] − 1

2 [ 3
n
−1

3n ] = 3n
−1
2 [3 − 1

3n ] (1.0 punto)P2.a) (A, ∗) es estru
tura algebrai
a y ∗ aso
iativa en A; a ∈ A, �jo
B = {x ∈ A/a ∗ x = x ∗ a}a1) Demostrar que ∀x, y ∈ B, (x ∗ y) ∈ BDebemos probar que (x ∗ y) ∗ a = a ∗ (x ∗ y) sabiendo que

a ∗ x = x ∗ a ∧ a ∗ y = y ∗ a pues x, y ∈ B. (0.5 puntos)Enton
es (x ∗ y) ∗ a = x ∗ (y ∗ a) Aso
iatividad
= x ∗ (a ∗ y) pues y ∈ B

= (x ∗ a) ∗ y aso
iatividad
= (a ∗ x) ∗ y pues x ∈ B

= a ∗ (x ∗ y) aso
iatividad (1.5 puntos)a2) e ∈ A, e neutro, enton
es c ∈ B.En efe
to, 
omo e ∈ A es neutro, e ∗ a = a ∗ c = a.Sigue que e ∈ B (1.0 punto)a3) Si x ∈ B tiene inverso x−1 ∈ A, enton
es x−1 ∈ B.Debemos probar que x−1 ∗ a = a ∗ x−1 sabiendo que x ∗ a = a ∗ x.En efe
to x ∗ a = a ∗ x /x−1∗ operando
(x−1 ∗ x) ∗ a = x−1 ∗ (a ∗ x) Aso
iat. y Neutro
a = e ∗ a = (x−1 ∗ a) ∗ x / ∗ x−1 operando (1.0 punto)
a ∗ x−1 = (x−1 ∗ a) ∗ (x ∗ x−1) neutro
a ∗ x−1 = (x−1 ∗ a) ∗ e = (x−1 ∗ a).Sigue que x−1 ∈ B. (1.0 punto)b) El 
onjunto C = {(m, n) ∈ Q × Z/(m + n) ∈ N} es in�nito.Basta �jar, por ejemplo, m = 0 ∈ Q y C0 = {(0, n)/n ∈ Z, 
on n ∈ N}. (0.5 puntos)Enton
es C es in�nito y C ⊆ Q × Z, donde Q × Z es numerable.Se 
on
luye que C es numerable al ser sub
onjunto in�nito de un numerable. (0.5 puntos)
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