Examen, MA-1A2 Calculo Diferencial e Integral
Escuela de Ingenieria, FCFM, U. de Chile
Semestre 2007/2 (26 de Noviembre)

Instrucciones: FEste examen consta de 6 prequntas de 3 puntos cada una. La nota del examen se
calcula mediante la formula N, = % + 1.0, donde P es el puntaje obtenido.

w/4
P1) Considere la integral I,, = / tg"x dr. Demuestre que:
0

a) Para todo n € N se cumple I,,11 < I,.

1
b) Para todo n € N se cumple [,,,2 + [,, = ——.
n+1
c) Para todo n > 1 se cumple 2+ <I, < = 1)
Solucion

a) En el intervalo [0, 7] se sabe que 0 < tgx < 1 por lo tanto, para todo n € N se cumple

que
tg" < tg"a, Vz € [0, %]
........................................................................................ 0.5 ptos.
De aqui se deduce qUe L1 < Ly ovvein e 0.2 ptos.
Para probar que la desigualdad es estricta, basta notar que para x = % se tiene que
n+1

tgx < 1y por lo tanto tg

1 1< 0.3 ptos.

b) Integrando directamente se tiene que para todo n € N se cumple

w/4 w/4 tontl /4
Injo+1, = / tg"2(tg?r + 1) de = / tg"xsec? x dr = & ¥
0 0 n+1
_ 1
 on+1

........................................................................................ 1.0 ptos.

. 1 1
c¢) Usando (a) se tiene que para todo n > 1 se cumple i(InH +1,)<I, < i(In +I,—2). 0.5 ptos.

Usando (b) 8e CONCIUYE. ... 0.5 ptos.




P2) Sea f: [0,400) — R una funcién creciente, continua en [0, +00), derivable en (0, 4+00) y tal que

£(0) = 0.

Demuestre que la funcién F(z) =« / f2(t) dt es creciente y convexa en [0, 4+oc].
0

Solucién

Derivando se tiene que

xX
Fl(x) = [ f2(t)dt +af*(x)
0
........................................................................................ 1.0 ptos.
Como esta expresién es positiva en (0, 00) se concluye que F' es creciente. .............. 0.5 ptos.

Derivando nuevamente se tiene que

........................................................................................ 0.5 ptos.

Como f es creciente y f(0) = 0 entonces f(x) >0 paratodox >0. ..............o..... 0.5 ptos.

Con esto F”(x) > 0y se concluye que F' €8 CONVEXA. . ..vutrirnunin it 0.5 ptos.




P3) Considere la curva I" parametrizada por

cost
7(t) =e " | sent |, dondet € [0,+00).
1

Encuentre los vectores tangente T'(t) y normal N (t) y el largo total de la curva T.

Solucién

Derivando se tiene que

cost —sent sent + cost
7(t)=—e | sent | +e ' [ cost | =—e | sent —cost
1 0 1

........................................................................................ 0.5 ptos.

........................................................................................ 0.5 ptos.

sent + cost
sent — cost

........................................................................................ 0.5 ptos.

Derivando se tiene
cost — sent

cost + sent |,

y en consecuencia || 1| = % ........................................................... 0.5 ptos.

Por lo tanto
cost — sent

N(t) = — | cost + sent

........................................................................................ 0.5 ptos.

Al integrar s’ se tiene que

L:/Ooos’(t)dt:/ooe‘t\@dt: V3.

0

........................................................................................ 0.5 ptos.




+oo
P4) Use el criterio integral para estudiar la convergencia de la integral impropia (x) dx, donde

1
T

e
f(x) = —. Debe verificar las hipétesis del teorema.
l-ﬁ

Indicacién: Pruebe que f'(x) = —f(z)Inz.

Solucién

Claramente f(z) > 0. Ademés

etz® —e*x"(1 4 Inx)

J(@) = — —f(a)Inz

$2x

........................................................................................ 1.0 ptos.

Asi se cumple que f es decreciente en (0,00) y por lo tanto se puede usar el criterio

INbEgral. . 0.5 ptos.

. . n . . . z Yo
Estudiamos la serie ) | & mediante el criterio de la rafz enésima.

e

Ya, =— —0
n
........................................................................................ 0.5 ptos.
Con esto, la serie y la integral convergen. ................oiiiiiiiiiiitii .. 1.0 ptos.

1/2
P5) Considere la conocida serie geométrica f(z) = Zx” Calcule / f(#*)dt por dos caminos,
n>0 0
para demostrar que

1
m3=S"-—
ns Z4n(2n+1)

n>0

Solucion
Sabemos que f(z) = ﬁ por lo tanto

1/2 1/2 1 1 1/2 1 1 1 1
f(t2)dt=/ dt:/ SR S VN Ml

........................................................................................ 1.5 ptos.

Ademas f(z) = Zm" luego

n>0

t2n+1 1/2

1/2
2 _§ : 2n_§:
f(t)dt_ /0 t _n>02n+10

0 n>0

........................................................................................ 1.5 ptos.

De estos célculos se concluye.

1/2




P6) Un cilindro de altura h y base circular de radio R se construye de modo que R = f(h).

—X

Determine las dimensiones de cilindro que maximizan su volumen, para los casos f(x) = e

f(x) =e*",

y

Solucién

El volumen del cilindro es:
V = whf?(h)

Derivando se tiene que:
V' =af2(h) + n2hf(h) f'(h) = 7 f(h)(f(h) + 2hf' ()
En el caso f(x) = e * se tiene f'(h) = —f(h) y por lo tanto
V' =7 f2(h)(1 — 2h)

........................................................................................ 0.5 ptos.

de donde el punto de méaximo es h = % ................................................ 0.5 ptos.
Las dimensiones del cilindro son: R = ﬁ y h= % ..................................... 0.5 ptos.

En el caso f(z) = e se tiene f'(h) = —2hf(h) y por lo tanto
V' =7 f2(h)(1 — 4h?)

........................................................................................ 0.5 ptos.

de donde el punto de méximo es h = % ................................................. 0.5 ptos.
Las dimensiones del cilindro son: R = %e y h= % ..................................... 0.5 ptos.

b b b b b
Formulario: V:/ WfQ,V:/ 27rxf,L:/ \/1+f’2,S:/ 27rxds,S:/ 27 f(x) ds.

a



