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IN7K2 Optimizacion bajo Incertidumbre
Control N¢1

P1

Considere el problema de optimizacion de portafolio

%= min f(x) = Var(r'x)
st. glx)=E(r’x) >«
(Por) i X <1 ey
i=1
xeRL

donde x; corresponde la fraccion de la riqueza que se invierte en el activo i que tiene rentabilidad r;,
para i = 1,...n. Suponemos ademas que las rentabilidades futuras r ~ .4"(u,X), pero de pardametros
U, X desconocidos. Asuma que, sin embargo, es posible generar muestras iid de cualquier tamafio para
r.

1. Escriba una versién sampleada (ﬁN,a) del problema (1), y demuestre (invocando alguno de los
teoremas visto en clases) que Oy N—> V.
—>00

Solucion:

Una versién sampleada puede ser formulada como sigue:

(PN7(X) S.t. gN(X) 1 % xTri > o (2)

(a) Si supongamos que (Py) es factible, entonces podemos asumir que el conjunto S de solu-
ciones Gptimas de (Py) es no vacio.

(b) X es acotado dado que x; € [0,1],Vi=1,...,n.

(c) Mostramos que X es cerrado. Sea x” € X tal que Ix € R” : x’ +—— x. Mostremos que

p—rtoo
x € X. Tenemos:



E [rTxp} —-E [rTx] >a—-FE [rTx}

Por continuidad de g : x — E [rTx] y porque x” »—+> X obtenemos:
p—rtoo

a _ .
E[r'x,] —E[r'x] 2.0
=E[r'x] >«

De manera trivial tenemos tambien que:
n
Yxs<l
i=1
Por lo tanto, cualquier serie convergente de elementos de X tiene su limite en X tambien,

ie: X es cerrado.

(d) De los dos puntos anteriores se deduce que X es compacto.
(e) Por lo tanto fy converge uniformemente a f sobre X.
(f) f es continua a valores reales sobre X.

(g) El dominio determinista de X es compacto, y supusimos que X # @, por lo tanto ¥ > —oo y
entonces S # 0.

(h) Sy estd incluido en su dominio determinista que es compacto.

(i) Supongamos P, estrictamente factible, ie:

IFxeX:Eri] >a
ie:IxeX:E[rxf] >a+econeg >0

Para N suficientemente grande sabemos que:

P o) < av(0) +2p (o) 15
=P late /v <o) > 1-

Sea N suficientemente grande para que:
€> Zﬁﬁ\/fN(f)

=>Pla<gn@®]=>1-

Entonces:

Por lo tanto con alta probabilidad Xy # 0, entonces Sy # 0.
(j) Demostramos que cualquier serie convergente xy € Xy tiene su limite x € X. Tenemos:
a—g(x) <gv(w)—g)

< gnv(xv) —g(x)]
< g(x) —glew)| + g (xn) — gn(xn)|

Ademads, sabemos que g es continua sobre R” y que xy N% X casi seguramente, por lo
—>oo
tanto:



18(x) —glww)| 7—> 0O

Por la Ley de los Grandes Nimeros sabemos que gy converge a g uniformemente en una
vecindad de x, por lo tanto existe una esfera centrada en x y de rayo u > 0 tal que gy
converge a g uniformemente en A(x, ).

Ademas:

Xy > X casiseguramente
N—+oo

ie: Ve > 0,3N; : VN > Ng, |xy —x| < &
ie: AN, 1 VN > Ny, x € B(x, 1)

Por lo tanto:

lg(xn) — gn(xn)| N'jw 0

En consecuencia:

8(x) >«

ie:xeX
El teorema 5.5 nos asegura entonces que:

191\/ N—> v
—>00
. Asumiendo que para todo punto factible x € X, hay una secuencia de puntos xy € Xy factibles
para (ﬁNva) tal que xy N—> x con probabilidad uno, y sabiendo que (por definicién) ¥y <
— 00

fn (xn), Vxy € Xy demuestre que
lim sup Oy < ¢
N—roo
Solucién:
Por definicién tenemos:
Oy < fv(xw), Van € Xy
Entonces cuando N — —+oo:

lim sup dy < lim fy(xy)
N—so0 N—yeo

Y tenemos convergencia uniforme de fy a f, convergencia casi segura de xy a x, y continuidad
de f(-), por lo tanto tenemos:

Jim i) = ()

= lim sup dy < f(x)
N—roo
En particular para x = arg mi}r{l Ff(xX)
x'e

lim sup 9y < ¢
. . NHOQ . . .
. Construya un intervalo de confianza (i.e. cotas superiores e inferiores) que contenga ¥ con

alta probabilidad, dependiendo del resultado de k repeticiones independientes del experimento
(ﬁN,a), y asumiendo que conoce una muestra independiente {r’}f\’: , para algin N’ >> N. ;Puede
ocurrir que la cota superior resultante sea oo?



Solucién:

(a)

(b)

Primero sabemos que:
¥ > E[dy]

Podemos estimar E[ﬁN] como el promedio de todos los valores 6ptimos obtenidos con los
k experimentos efectuados:

A

k

S 1

UNk = % 'Zl /lv
1=

es un estimador insesgado de E[@N] Ademds, por independencia de los experimentos
tenemos:

Varliy x| = 6‘1%,7,( = %Var[ﬁN]
k
1 i )2
= k-1 El (191\/ - ”N,k)

El teorema central limite nos dice que iy se vuelve aproximadamente normal con k
grande. Por lo tanto se puede ocupar:

Ly =10Nj—te k16N k

Como cota inferior de E[1§N] con nivel de confianza (1 —€). Con f¢ 4 el g-valor critico de
una ¢-distribucién con k — 1 grados de libertad. Por lo tanto:

Pling —tep—16yx < V] 2> 1—¢
Sea x € R".
Si ¥ € X sabemos que:

¥ < f(%)

Uno puede estimar la varianza de fN/ (%) por el estimador:

A2 1 N “T i A\ 2

On' = N(v=T) '21 (F'r = fv (%))

=

El teorema central limite nos dice que fy (X) se vuelve aproximadamente normal con N’
grande. Por lo tanto se puede ocupar:

Un (%) = fyr (%) + 2¢ 6 (%)

Como cota superior de f(¥) con nivel de confianza (1 —€). Con z; el e-valor critico de una
distribucién normal. Por lo tanto:

P [ fir () +2e6w () < f(D)] > 1—¢

Ahora, este resultado vale solamente para X € X. Queremos encontrar con que probabilidad
X es factible para (P,). Primero sabemos que:

Elgn(0)] =g(x)

Sea uy i (X) un estimador de la media de gy (%):



k
ti ke (¥) = 1 ,gl én,i(%)

Sea 67 , un estimador de la varianza de gy (¥):

(i (%) — gnv4(%))?

Tpa=

51%/,1((’2) = k(klfl) .

1

El teorema central limite nos dice que gy (%) se vuelve aproximadamente normal con N
grande. Por lo tanto se puede ocupar:

Ly (%) = i (%) + 15 41 O 4 (%)

Como cota inferior de g(¥) con nivel de confianza (1 — ). Con tg ;_; el B-valor critico de
una ¢-distribucién con k — 1 grados de libertad. Por lo tanto:

P [y (%) +1p 4 10v4(F) < g(¥)] > 1-B
ie: si encontramos algin ¥ € R" tal que:
o < iy i (%) +1g 41 On i (X)
Sabemos que:
Uy (%) = fyr(%) + 265 (%)
es cota superior de ¥ con probabilidad (1 —¢€)(1 — ).

En la practica, buscariamos alguna solucion 6ptima de alguno de los problemas sampleados
por la cual averiguarfamos si Ly x(¥) > o.

Si no existe un tal x, la dnica cota que podemos tener es +-oo.

4. Suponga que conoce ¢ > Var(r ' x) para todo x en el dominio determinista del problema (i.e. sin
considerar la restriccion en esperanza), cual es el § > 0 mas pequefio que asegura que )E;, ars
(i.e. la solucién 6ptima de (PN’OH(;)) sea factible para P, con probabilidad al menos 95%. ;Qué
cotas superiores se pueden derivar del resultado anterior?

Solucion:
Sabemos que :

E v (ars)] = 86 ass)
Por el teorema central limite uno puede estimar la varianza de E {gN (XN o 5)} con 3 fv(xy 4 +5)-
Por lo tanto una cota inferior con seguridad (1 —f3) de g(xy . s) es:

N 1 A
LN(xjv,a+6) = gN(ij,a+6) - YIB:NJ(N(XX/@H(S)

=8Ny g45) — NIBN-10N

>a+6— %l‘[j’N_l”lS‘

>o+6— %Iﬁ’N_lc
En consecuencia con seguridad (1 — f3) tenemos:

1
g(x;/.,a—s-ﬁ) > LN(X}FV,(X—&-B) Zo+6- NIp.N-10
Por lo tanto el 6 mds chico que podemos encontrar con esta mayoracion tal que xy, 4 sea
factible para (Py) con probabilidad al menos (1 —f3) es:
1
6 = NigN-10

Tenemos:



PP* ex]>1—ﬁ

N,a+%tﬁ,N71 o

s B
P [0 s/ (xNvOH‘%tﬁ,N—IO-)} > 1 B
De la pregunta anterior, imponiendo X = £* se obtiene una cota superior con probabil-

N,o+%tgn 10
idad al menos (1 —¢)(1—p).

Por lo tanto:

P2

Considere el siguiente problema estocdstico con x € R:

3)

X

s.t. 0<x<10

S .
min  Jx+ ';1 piQ(x, &Y

Supondremos que este problema tiene tres escenarios equiprobables con ! =1, 2 =2,y &3 =4,

1. Enel caso en que Q(x,&) = [x— &, resuelva este problema usando el algoritmo de Benders. Para
esto, indique la forma del subproblema de generacién de cortes; escriba el maestro al comienzo
de cada iteracidn; y los cortes generados. Resuelva los problemas lineales por inspeccion.
Solucién

El problema maestro es:

3
1] j
min X+ §i§1 Y

st. 0<x<10

y cada subproblema esta representado por su valor 6ptimo

x—E& sixe|0,&]

0x. &) = Ik~ & = {gf_x sixe[E10

Se puede representar Q(x, ') como el minimo de un problema de programacién lineal:

Q(x,&') = min y

y .
st. x—&'<y

E'—x<y
ie: ) _ _
O(x,&") = max z1(x—&")+2(§ —x)
Z
S.t. 21+z=1
21,2220

Iteracion 1: La solucién 6ptima del problema maestro es:
(27 71 ) ’}723 ’)73) = (Oa =09, =%, _°°)'



Cada subproblema entrega una solucién 6ptima de valor:
Q(x=0,'=1)=1>7" =~ .Conz! =(0,1)
Q(x=0,E2=2)=2> 9 = —o .Conz? = (0,1)
Q(x=0,E'=4)=4> 9P = —o0 .Conz’ = (0,1)
Por lo tanto se tienen que agregar cortes de optimalidad para cada uno de los subproblemas:
dx=EN+h(E -0 <¥.i=123
ie:

1-x<vy
2—x<}/2
4—x<

Iteracion 2: El problema maestro es:

3
1] '
min x4+ 3 i; Y

st. 0<x<10

1-x<y!
2—x< Y
4—x<y

Cuya solucién 6ptima es:
()E7 ?177’27 73) = (10, —-9,-8, _6>'

Cada subproblema entrega una solucién éptima de valor:
Q(x=10,E'=1)=9> 7' = -9 .Con 7' = (1,0)
0(x=10,2=2) =8> 7* = -8 .Con > = (1,0)
Q(x=10,E'=4) =6 > 7 = —6 .Con 2> = (1,0)

Por lo tanto se tienen que agregar cortes de optimalidad para cada uno de los subproblemas:

Zil(x_gi) +Zé(§i —x) < ’yi’ i=1,2,3
ie:

x—1<y!
x—2< P
x—4<y

Iteracion 3: El problema maestro es:

3
L1 '
min - 5x+ gi;Y‘

st. 0<x<10

l—x<y!
2-x< P
4-x<p
x—1<y!
x—2< 9P
x—4<y

Cuya solucién 6ptima es:
(f7771772773> = (1707 173)

Cada subproblema entrega una solucion 6ptima de valor:



Qkx=1¢"'=)=0=7
Ox=1,E=2)=1=7
Qx=1¢'=4)=3=7

Por lo tanto la solucién actual es factible y 6ptima con ¥ = 1.

. Enel casoen que Q(x,&) = —x+ %éxz, haga dos iteraciones del algoritmo de progressive hedg-
ing con p = % y empezando con el multiplicador de lagrange W% = 0.
Solucion

Aqui estamos aplicando el algoritmo de progressive hedging con un Unico periodo de tiempo.
Inicializacion: Sean los x°(s) las soluciones éptimas de:

mxin %x—i—Q(x,cSS)
s.it. 0<x<10

ie: x0(1) = 1,x%(2) = 1, 2°(3) = §. Y empezamos con W = 0.
Iteracion 1:

Construyemos la solucién no anticipativa £’derivada de x°:

20 _ 1 0(c) — 7

=S¥ pal(s) = &
ses  SE€ES

Resolvemos el siguiente problema para cada escenario:

mxin Ix+0(x, &) +x-WO(s) + 5 |x —£0(s)[?
st. 0<x<10

Cuya solucién 6ptima es x! (s). ie:

in Ly— L2, Ly 792
min - ox—x+4;x + 7l — 2]

st. 0<x<10

=3l
-2

Cuya solucién 6ptima es x! (1)
mxin Ix—x+i22 4+ x— L
st. 0<x<10

Cuya solucién 6ptima es x!' (2) = 2L

ol lg 2 L T2
min - 5x x+ 54x” + g |x ]

24
st. 0<x<10

Cuya solucién 6ptima es x! (3) = 5%
Actualizamos el (los) multiplicadores:
Wl =wO%+ pKx!
Con:



S

=]
|
oo o

=

I
| oo
I oo |
W=
W= —

=] —
|

—_
I

(95}

=
3
I
NN

Por lo tanto:

15120
3240

7
3240

Iteracion 2:

Construyemos la solucién no anticipativa £'derivada de x!:
Al(Q) — _ 899
£(s)= ,,,/Zpst( )—3240

s/ ES
Resolvemos el siguiente problema para cada escenario:

min, $x+0(x,&) +x- Wi(s)+ 5 |x— 2! (s)?
st. 0<x<10

Cuya solucién 6ptima es x%(s). i.e.:

. 1 2, 1147
mxm X —x+ x +15120x+

s.t. 0<x<10

Cuya solucién éptima es x*(1) = 217
ol 1 2
min  5x—x+ 1o — x4 L — 35
s.t. 0<x<10
Cuya solucién 6ptima es x*(2) = %.
ol 14,2 _ 217 2
min Ix—x4dax? — Hlx+ x-Sk
st. 0<x<10
Cuya soluci6n 6ptima es x*(3) = 55

Actualizamos el (los) multiplicadores:



Con:

)
oY)
"N
=]

>
Il
| wWIN

=] —
—_
Wi

Por lo tanto:

132719
874800
w2— | __ 04936813
1633372000
16217
6123600

XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

Inicializacion: Sean los x°(s) las soluciones 6ptimas de:

min %x—k 0(x,&%)

X

s.it. 0<x<10

ie: x0(1) = £,x°(2) = 1,2°(3) = §. Y empezamos con W0 = 0.
Iteracion 1:
Construyemos la solucién no anticipativa £’derivada de x°:

20 _ 1 0() — 7

P 5L ¥ pal(s) = 4
ses  SES

Resolvemos el siguiente problema para cada escenario:

min X+ 0(x, &) +x-Wo(s)+ §lx—%°
st. 0<x<10

Cuya solucién 6ptima es x' (s). ie:

P U U S N T
min X —x+5x + 7lx— 5]

st. 0<x<10

Cuya solucién 6ptima es x' (1) = %

10

()



SRS OVRUTIN 00 JUTS NIV AV
min  5x X+ 52x°+ z|x— 5|

s.t. 0<x<10

Cuya solucién 6ptima es x' (2) =

mxin Ix—x+ 34 4+ {x— L
st. 0<x<10

Cuya solucién 6ptima es x!'(3) =
Actualizamos el (los) multiplicadores:
Wl =wO+pKx!
Con:

S
=]
I

o oo

W=
0] =0

oo |
|

= W=
SSIIS)

(95}

=
3
I
N/

o
—_
=)

Por lo tanto:

1147
15120

1 __ _ 31
W= 3240
217

3240

Iteracion 2:
Construyemos la solucién no anticipativa £'derivada de x':

alfoy 1 1/ . 899
£(s) = Y v ,Z pyx'(s') = 3355
s s'es

Resolvemos el siguiente problema para cada escenario:

min, 3x+Q(x, &%) +x-W!(s)+ §lx—£(s)|?
s.t. 0<x<10

Cuya solucién 6ptima es x%(s). i.e.:

ol l2 1147 1y 312
Min - 5x =X+ 5x" + 5505 + 21X — 75
st. 0<x<10

L 201y _ 2417
Cuya solucién 6ptima es x=(1) = 5670

11



1 da2 31 1 _ 3lp2
min - 5x—x+52x sa0X T+ glx |

3
120
st. 0<x<10

Cuya solucién 6ptima es x%(2) = %.

col o dg 2 207 1y 3lp
min  7x—x+ 74 5240+ 31— 376

st. 0<x<10

Cuya solucién 6ptima es x*(3) = %.
Actualizamos el (los) multiplicadores:
W2 =W!'+4 pKx?
Con:

Por lo tanto:

132719

2 64936813
W —

"~ 1633372000
816217

"~ 6123600

. Enel casoen que Q(x,§) = —x+ %§x2, haga dos iteraciones del stochastic approximation algo-
rithm. Suponga que el sampleo de la incertidumbre le entrega la siguiente sequencia de escenar-
ios: 2,3,1,1,3,2,2,1,2,3, 3.
Solucion
Partiendo de una solucién factible x° = 0 cada iteracién del SAAlg se hace de la forma siguiente:
W =TIk (v — Y G, 7))
Con:
e X ={xeR:0<x<10}.
IT el operador de projeccién sobre X.

G(x,&)=¢Ex— %, que pertenece a d[5 + Q(x,&)]

12



min
xe[0,10]

Por lo tanto el iterado x/*! es la solucién 6ptima del siguiente problema:
v (i — g (g L
2
1
4G+

Iteracion 1: x° =0, Y° = %, y elijamos E! = 2. Por lo tanto x! es la solucién 6ptima de:

(0-3(03))

Suponemos y/ =

min
x€[0,10]
=xl =4
Iteracion 2: x' = % Yl = % y elijamos £2 = 3. Por lo tanto x> es la solucién éptima de:
) 1 1 1 1
mn x—|<-—<-(3--—=
x€[0,10] 8 8 8 2
==

13



