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Ejercicio 1.7

Considere el problema de Assembly problem en el caso donde toda la demanda tiene que ser satisfecha,
atrasando su entrega si es necesario. En este caso, cuesta b; postergar la entrega de una unidad del producto
i de un periodo. Se puede hacer pedidos adicionales de los insumos faltantes despues de que se conoce la
demanda al ultimo periodo Dp. Formule el problema como un linear multistage stochastic programming

problem.

Solucion:

El problema de Assembly problem se puede formular de la manera siguiente: para el periodo T' se resuelve:

Qr(zr—1,yr—1,dr) = min  (I—q) 2 — s yr
ZT,yT
S.t:
Yr =Yyr—1 +Trr—1 — ATZT
0< 2y <dp
yr = 0

Que es igual al problema de segunda etapa, dado que en este momento se conocen yr_1 y rr—_1 y que la
realizaciéon de Dr, dr ha sido observado. Definiendo Qg1 (¢, yt, djyy) == E {Qt+1(xt, Yt Dyy1)) | Dy = dpyg },

se resuelven succesivamente los siguientes problemas parat =7 —1, ..., 1.

Qt(@e—1,y1—1,de) = min  (I—q) ze+h Ty + ¢ e + Quyr (e, yr. dpy)

24,0t
s.t:
Y=1y1+a1— Az
0< 2z < dy
ye =20

Para terminar, se resuelve el problema inicial que determine la cantidad de insumos z¢ dado que Q1 (zg, d1)

depende solamente del pedido inicial zy y de la realizacién d; de la primera demanda D;:

min ¢' zg + E[Q1(z0, D1)]

x>0



Para incorporar la posibilidad de postergar el cumplimiento de la demanda de un periodo a otro, definamos
las variables (w; = (Wit)ie(1,...n} )te{1,... 7—1} que representan la cantidad de cada producto i que se posterga
para un periodo ' > t. Por lo tanto tenemos la formulacién que sigue: para el ultimo periodo T' tenemos
que resolver:
Qr(rr—1,yr—1,wr_1,dr) = ZT;HyI; (l—q) T2y — s yr+cxr
s.t:

yr = yr—1 +a7-1 — Al zp+ar

O<zr<dr

zr =dr + wr_1

yr =0

Para los periodos anteriores t € {T'— 1, ...,1} tenemos que resolver:

Qt(Tt—1,Yp—1, wi—1,d¢) = Izillyftl (1—q) 2z +h Ty +c w0 " wp + Qi1 (e, yr, wr, d[t])
S.t:
Y =yr1+ a1 — Az
wy = dp + w1 —
0< 2 < dyptwp g
yr 20

Con Qy1 (s, ye, we, dpy) := E{Qey1(xe, yt, wi, Dypia)) | Dy = dpgy }

Para terminar, se resuelve el problema inicial, igual que en el problema original:

min ¢'zg + E[Q1(z0, D1)]

x>0

Imponiendo wg = 0 en el problema ¢t = 1.

Ejercicio 1.10

Muestre que la funcién de valor 6ptimo Qt(Wt,E[t]) del problema de Multistage Portfolio selection, es

concava en W;.

Solucion:

El problema de Multistage Portfolio selection se puede formular de la manera siguiente: al penultimo
periodo t = T' — 1, se conoce la realizacién &p_1) = (€1,...,&r-1), y la asignacién xr_» ha sido fijada, por

lo tanto, se tiene que resolver el problema que sigue:



Qr-1(Wr—1,§r_1)) = max E{UWr)|&r-11}

zr—120,Wr

s.t:
n
Wr =3 &rxir1
=1

n

Wro1 =3 zira

=1

Luego, se resuelven los problemas para t =7 —2,..., 1:

QWi &) =  max  E{Qu1(Wisr, &)l }

zt20,Wi1
s.t:

n
Wis1 = 3 Sitr1Tiy
=1

n
Wi=> x4
i=1
Finalmente, se resuelve el problema inicial para t = 0:

max  E{Q1(W1,&)}

2020,y
s.t:

n

Wi =3 &azip
=
n

Wo = E Ti0

=1

Mostramos que W; —— Q¢(Wy, €fy) es convexa. Primero, tenemos como supuesto que W +— U(W) es una
funcién concava no decreciente. Ademds, se sabe que un operador de sumatoria no negativa conserva la

convexidad/concavidad. Esto aplica en particular para la esperanza que vale:

n

E{UWr]l§r-1} = /: P = 2[€r—1))U(Wr = ZZiIi,TA)dZ

=1

Dado que P(§r = z[§r_1)) = 0, entonces W +— E{U [WT]|§[T_1]} es concava. En consecuencia, el
problema asociado al periodo T — 1 reescrito como un problema de minimizacién de una funcién convexa

en un conjunto convexo satisface las condiciones de Slater:

Qr—1(Wr_q, §[Tf1}) = min -E {U[WT] ’§[T*1]}

zr-120,Wr

s.t:
n

Wr =3 &rxir—1
=1

n
Wr_1 =Y xir-1
i=1



Esto implica que hay dualidad fuerte y que:

n
Wr =Y &rzir

i=1

+ 68

o,B p_120,Wr

QT—l(WT—la f[Tfl]) = max min {—E {U[WT”f[Tfl]} + «

i=1
Entonces existen 3&, 3 tales que:

Wr = &irair-1| + B

=1

Qr1(Wr—1,§r—y) = min_ —E{UWr]|¢r_y} +a

xp_120,Wr

Wr_1 — Z xi,Tl]

=1

Que es el minimo de funciones lineales y por lo tanto céncavo en Wp_.

Ahora, mostremos que es tambien cierto para cualquier t = T — 2,...,1: Sean W}! y W? dos riquezas al

principio del periodo t. Resolver el problema:

QWE &) = max  E{Qur1(Wiyr, )€}

2t 20,Wip1
s.t:

n
Wit = Z fi,t-ﬁ-ll’i,t
i=1

n
Wtk =D Tiy
i=1

entrega una solucién éptima (zF, Wt’j_l), para k =1,2.

Asimismo, el problema con riqueza AW} + (1 — A\)W}? al principio del periodo ¢ es:

QiAW + (1= NW2, &) = max  E{Qe1(Wiyr, &) léy }

zt20,Wip1
s.t:

n
Wi = 3 Siir1Tiy
=1

AWE+ (1= W2 = 254
i=1

Se puede notar que (Az} + (1 — A)z?, AW, + (1 — \)W2,) es factible para este tltimo problema, por lo

tanto se tiene que:

QAW + (1= MW, &) = E{Qua AW + (1= MW, )€ }

Y sabemos de la hipotesis de induccién que Wii1 — Qi(Wit1,€i41]) es concava:

Qirt AW + (1= W21, &) = AQet (W 1, Egy) + (1= NQesr Wi, Epyn))

Aplicando una esperanza a la tltima expresiéon obtenemos:

n
Wr_1— E i T—1

)



E [Quet (AW + (1= W21 Epin))] = AE [Qur (W1, Epsn)] + (1= NE [Qet W1, €y
Entonces obtenemos:

E [Qu1 AW + (1= W2, §irr)] = AW, &) + (1= NQu(WE, &)

Finalmente obtenemos:

QiAW + (1= W, &) = AW, &) + (1= NQu(WE, &)

ie: si Wig1 = Qur1(Wig1, §41)) es concava, Wy +— Q(Wy, {jy) es concava tambien.

Por induccién, Wy = Q(Wy, ) es concava Vt € {T' —1,...,1}.



